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Îñíîâíûå êîìïîíåíòû ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëß ðåøåíèß
êðàåâûõ çàäà÷
1. Âàðèàöèîííàß èëè ñëàáàß ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
2. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ôóíêöèé.
Äëß ïðîßñíåíèß ïîäõîäà ïðèâåäåì ïðèìåð.
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèè u:




. Ìû ïðåäïëàãàåì, ÷òî f  ãëàäêàß ôóíêöèß
f : [0, 1]→ R. (1.2)
Óðàâíåíèå (1.1) îïèñûâàåò òðàíñâåðñàëüíûå ñìåùåíèß òî÷åê
ñòðóíû èëè óïðóãîãî ñòåðæíß ïîä íàïðßæåíèåì.
1.2 Ñèëüíàß èëè êëàññè÷åñêàß ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Êðàåâàß çàäà÷à äëß óðàâíåíèß (1.1) ïîäðàçóìåâàåò ïîñòàíîâêó
êðàåâûõ óñëîâèé íà ôóíêöèþ u. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u óäîâëå-
òâîðßåò ñëåäóþùèì óñëîâèßì:
u(1) = q;−u,x(0) = k. (1.3)
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Çäåñü q è k  äàííûå êîíñòàíòû. Óðàâíåíèß (1.3) îïðåäåëßþò
òàê íàûâàåìûå äâóõòî÷å÷íûå êðàåâûå çàäà÷è.
Ñèëüíàß èëè êëàññè÷åñêàß ïîñòàíîâêà (S) çàäà÷è:
(S)

ïî äàííûìf : [0, 1]→ R, q, k íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ
u : [0, 1]→ R, ÷òî
u,xx + f = 0 íà [0, 1]
u(1) = q;
−u,x(0) = k.
Åñòåñòâåííî, ëåãêî íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå (S)






Ýòîò ïðèìåð, îäíàêî, íóæåí íàì äëß ïîñòðîåíèß îñíîâíûõ ñõåì
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß.
1.3 Ñëàáàß èëè âàðèàöèîííàß ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Äëß òîãî, ÷òîáû ïîñòàâèòü çàäà÷ó â ñëàáîé èëè âàðèàöèîííîé
ôîðìå, íåîáõîäèìî ââåñòè äâà êëàññà ôóíêöèé. Ïåðâûé êëàññ
ôóíêöèé ñîñòîèò èç òàê íàçûâàåìûõ ïðîáíûõ ðåøåíèé. Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè èç ýòîãî êëàññà óäîâëåòâîðßþò ãðà-
íè÷íîìó óñëîâèþ u(1) = q. Âòîðîå êðàåâîå óñëîâèå ìû ïðè ïî-
ñòðîåíèè äàííîãî êëàññà ôóíêöèé íå èñïîëüçóåì. Êðîìå ïåðâîãî






Òî åñòü u ∈ H1([0, 1]). Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïðîáíûõ ðåøåíèé
÷åðåç
S = {u ∈ H1([0, 1])|u(1) = q}. (1.6)
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Âòîðîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé  ìíîæåñòâî âåñîâûõ ôóíêöèé èëè
âàðèàöèé. Ïîëàãàåì, ÷òî òàêèå ôóíêöèè óäîâëåòâîðßþò îäíî-
ðîäíîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåñîâûõ
ôóíêöèé èëè âàðèàöèé ÷åðåç
V = {w ∈ H1([0, 1])|w(1) = 0}. (1.7)
Ñëàáàß èëè âàðèàöèîííàß (W) ïîñòàíîâêà çàäà÷è:
(W )

ïî äàííûìf : [0, 1]→ R, q, k íàéòè òàêóþ








Óðàâíåíèå (1.8) íàçûâàåòñß âàðèàöèîííûì óðàâíåíèåì èëè
óðàâíåíèåì âèðòóàëüíîé ðàáîòû, w íàçûâàåòñß ôóíêöèåé âèð-
òóàëüíûõ ñìåùåíèé.
1.4 Ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ïîñòàíîâîê çàäà÷è
Òåîðåìà 1. Ôóíêöèß u  ðåøåíèå (S) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà u  ðåøåíèå (W).




w(u,xx + f ) = 0 (1.9)






wfdx + wu,x|10. (1.10)







wfdx + w(0)k. (1.11)
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Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó u  ðåøåíèå (S), u(1) = q, òîãäà u ∈ S.
Ïîñêîëüó w ∈ V ïðîèçâîëüíà, u  ðåøåíèå (W).
Ïóñòü u  ðåøåíèå (W). Òîãäà u ∈ S è u(1) = q, êðîìå òîãî







Èíòåãðèðóß ïî ÷àñòßì ïîëó÷èì
1∫
0
w(u,xx + f )dx + w(0)(u,x(0) + k) = 0. (1.12)
Äîêàæàåì òåïåðü, ÷òî
1. u,xx + f = 0 íà [0, 1].
2. u,x(0) + k = 0.
Ïîëîæèì
w = φ(x)(u,xx + f ), (1.13)
ãäå φ(0) = φ(1) = 0, φ|(0,1) > 0. Òî åñòü w ∈ V . Ïîäñòàâèì (1.13)
â (1.12) è ïîëó÷èì
1∫
0
φw(u,xx + f )
2dx = 0. (1.14)
Òàê êàê φ|(0,1) > 0 èìååì u,xx + f = 0 íà [0, 1].
Ïîäñòàâèì ïîñëåäíåå òîæäåñòâî â (1.12) è ïîëó÷èì
w(0)(u,x(0) + k) = 0. (1.15)
Ïîñêîëüêó w(0) ïðîèçâîëüíî, (u,x(0) + k) = 0.
Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ îïèðàåòñß íà ðåøåíèå çàäà÷ â
ñëàáîé ôîðìóëèðîâêå. Îñíîâíàß èäåß  ïðèáëèæåíèå ôóíêöèî-











Òîãäà âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
a(w, u) = (w, f ) + w(0)k. (1.18)
1.5 Ìåòîä ïðèáëèæåíèé Ãàëåðêèíà
Ïîñòðîèì êîíå÷íîìåðíûå àïïðîêñèìàöèè ïðîñòðàíñòâ V , S.
Îáîçíà÷èì ýòè àïïðîêñèìàöèè ÷åðåç Vh, Sh, ñîîòâåòñòâåííî.
Çäåñü h  õàðàêòåðèñòèêà êîíå÷íîãî ýëåìåíòà (äèàìåòð). Ñ÷è-
òàåì, ÷òî Sh ⊂ S, Vh ⊂ V . Òî åñòü,
uh(1) = q. (1.19)
wh(1) = 0. (1.20)
1.5.1 Ìåòîä Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà
Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Vh äàíî. Äëß ëþáîãî vh ∈ Vh ðàññìîòðèì
uh ∈ Sh
uh = vh + qh. (1.21)
Çäåñü qh  íåêîòîðàß ôóíêöèß, óäîâëåòâîðßþùàß ãðàíè÷íîìó
óñëîâèþ
qh(1) = q. (1.22)
Çàìåòèì, ÷òî uh ïî ïîñòðîåíèþ òàêæå óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ
(1.22). Óðàâíåíèå (1.21) îïðåäåëßåò ïðîñòðàíñòâî Sh. Òî åñòü Sh
ñîñòîèò èç ôóíêöèé âèäà (1.21).
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Çàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèå (1.18) â òåðìèíàõ wh ∈ Vh, uh ∈
Sh
a(wh, uh) = (wh, f ) + wh(0)k. (1.23)
Ïîäñòàâèì (1.21) â (1.23) è ïîëó÷èì
a(wh, vh) = (wh, f ) + wh(0)k − a(wh, qh). (1.24)
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà (G):
(G)

ïî äàííûì f : [0, 1]→ R, q, k íàéòè òàêóþ
uh = vh + qh, vh ∈ Vh,
÷òî äëß âñåõwh ∈ Vh
a(wh, vh) = (wh, f ) + wh(0)k − a(wh, qh).
Óðàâíåíèå (1.23) íàçûâàåòñß óðàâíåíèåì Ãàëåðêèíà.
1.6 Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèß. Ìàòðèöà æåñòêîñòè
Ìåòîä Ãàëåðêèíà ïðèâîäèò ê ñïàðåííîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé. Äëß òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñß â ýòîì, ðàññìîòðèì áîëåå ïî-
ãäðîáíî êîíñòðóêöèþ Vh. Ïóñòü Vh ñîñòîèò èç ëèíåéíûõ êîìáè-
íàöèé äàííîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé NA : Ω → R, A = 1, . . . n. Òî





Ôóíêöèè NA íàçûâàþòñß áàçèñíûìè èëè èíòåðïîëßöèîííûìè
ôóíêöèßìè. Ìû òðåáóåì, ÷òî
NA(1) = 0, A = 1, . . . n. (1.26)
Äëß òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü Sh íåîáõîäèìî çàäàòü qh. Ðàññìîò-
ðèì äîïîëíèòåëüíóþ áàçèñíóþ ôóíêöèþ Nn+1 : Ω→ R, óäîâëå-
òâîðßþùóþ óñëîâèþ
Nn+1(1) = 1. (1.27)
Ïîëîæèì
qh = qNn+1. (1.28)
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Òîãäà äëß uh ∈ Sh ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå
uh = vh + qh =
n∑
A=1
dANA + qNn+1. (1.29)


















Èíà÷å â ñèëó áèëèíåéíîñòè ïðèâåäåííûõ îïåðàöèé
n∑
A=1





a(NA, Ns)ds− (NA, f )−NA(0)k+a(NA, Nn+1)q, (1.32)




a(NA, Ns)ds = (NA, f ) + NA(0)k − a(NA, Nn+1)q, A = 1, . . . n
(1.33)
Ïîñëåäíåå ñåìåéñòâî òîæäåñòâ  ñèñòåìà n ëèíåêéíûõ óðàâíå-
íèé íà n íåèçâåñòíûõ ds, s = 1, . . . n.
Ïîëîæèì
KAB = a(NA, NB); (1.34)
FB = (NB, f ) + NB(0)k − a(NB, Nn+1)q. (1.35)
Òîãäà ñèñòåìà (1.33) ïðèíèìàåò âèä
Kd = F . (1.36)
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Ìàòðèöó K íàçûâàþò ìàòðèöåé æåñòêîñòè, âåêòîð F  âåêòî-
ðîì ñèë, âåêòîð d  âåêòîðîì ñìåùåíèé.
Ìàòðè÷íàß ïîñòàíîâêà çàäà÷è Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà (M):
(M)
{
Ïî äàííûìK,Fíàéòè òàêîé âåêòîð d, ÷òî
Kd = F .




dANA + qNn+1. (1.37)
1.7 Ïðèìåðû
1.7.1 Ïðèìåð 1. 1 ñòåïåíü ñâîáîäû
Ïîëîæèì n = 1. Òîãäà wh = c1N1, u
h = vh + qh = d1N1 +
qN2. Åäèíñòâåííûé íåèçâåñòíûé êîýôôèöèåíò  d1. Áàçèñíûå
ôóíêöèè óäîâëåòâîðßþò ñîîòíîøåíèßì N1(1) = 0, N2(1) = 1.
Ïîëîæèì N1(x) = 1− x, N2(x) = x. Ïðè ýòîì K = K11, F = F1,
d = d1. Êðîìå òîãî,
K11 = a(N1, N1) =
1∫
0
N 21,xdx = 1; (1.38)
F1 = (N1, f ) + N1(0)k − a(N1, N2)q =
1∫
0
(1− x)f (x)dx + k + q;
(1.39)
d1 = d = K





(1− y)f (y)dy + k + q)(1− x) + qx. (1.41)
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1. Ïóñòü f = 0. Òîãäà
uh(x) = u(x) = k(1− x) + q. (1.42)
Òî åñòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì.



















1.7.2 Ïðèìåð 2. 2 ñòåïåíè ñâîáîäû
Ïóñòü n = 2. Òîãäà wh = c1N1 + c2N2, u
h = vh + qh = d1N1 +
d2N2 + qN3. Îïðåäåëèì N1, N2, N3 ïî ôîðìóëàì:
N1(x) =
{
1− x 0 ≤ x ≤ 1/2
0 1/2 ≤ x ≤ 1 (1.47)
N2(x) =
{
2x 0 ≤ x ≤ 1/2
2(1− x) 1/2 ≤ x ≤ 1 (1.48)
N3(x) =
{
0 0 ≤ x ≤ 1/2

























xf (x)dx + 2
1∫
1/2
(1− x)f (x)dx + 2q. (1.53)
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Ïðè ýòîì ïîëó÷èì ðåøåíèå
uh = (q + k)N1 + (q + k/2)N2 + qN3 = q + k(1− x). (1.56)
Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå îïßòü ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì.

















p/2 + q + k























κ/6 + q + k
7κ/48 + q + k/2
)
. (1.62)








1.8 Êóñî÷íî-ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ
Ïîñòðîèì n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Vh. Ðàçîáüåì îòðåçîê [0, 1] íà
n íåïåðåñåêàþùèõñß èíòåðâàëîâ [xA, xA+1], A = 1, . . . , n. Òî÷-
êè xA íàçûâàþòñß óçëîâûìè òî÷êàìè èëè óçëàìè. Èíòåðâàëû
[xA, xA+1] íàçûâàþòñß êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè èëè ïðîñòî ýëå-
ìåíòàìè. Ïóñòü hA = xA+1 − xA. Òîãäà ïàðàìåòð ðàçáèåíèß
h = max
A=1,...,n−1





hA−1 , x ∈ [xA−1, xA]
xA+1−xA
hA
, x ∈ [xA, xA+1]












, x ∈ [xn−1, xn], (1.66)
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Ïðè ýòîì whk,x êóñî÷íî-ïîñòîßííà èëè ñòóïåí÷àòà.
1.9 Ñâîéñòâà ìàòðèöû K
Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî âíå íåêîòðîé îêðåñòíîñòè xA ôóíêöèèNA,
A = 1, . . . , n îáðàùàþòñß â 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî áîëü-
øîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû K òàêæå íóëåâûå. Ïóñòü




NA,xNB,xdx = 0 (1.67)
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Ìàòðèöà K ïðè ýòîì èìååò òðè-äèàãîíàëüíûé âèä.
K =

K11 K12 0 . . . 0
K21 K22 K32 . . . 0
0 K32 K33 . . . 0
. . . . . .
0 . . . 0 Knn−1 Knn
 . (1.68)
Òåîðåìà 2. Ìàòðèöà K, îïðåäåëåííàß ïî ôîðìóëå (1.67) ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåíà.






. Ðàññìîòðèì wh =
n∑
A=1

























2dx = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, wh =
const. Òàê êàê wh ∈ Vh, wh(1) = 0. Òîãäà wh|[0,1] = 0, ÷òî âîç-
ìîæíî òîëüêî ïðè cA = 0, A = 1, . . . , n.
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1.10 Àíàëèç
1.10.1 Òî÷íîñòü â óçëàõ
Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ðåøåíèå uh, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì Ãàëåð-
êèíà, ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì ðåøåíèåì u â óçëàõ. Äëß ýòîãî íàì
ïîòðåáóåòñß ïîíßòèå ôóíêöèè Ãðèíà.





w(x)δ(x− y)dx = w(y) (1.69)
Çàäà÷à î ïîèñêå ôóíêöèè Ãðèíà, ñîîòâåòñòâóþùåé óðàâíå-
íèþ (S) ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ g, ÷òî
g,xx + δy = 0 íàΩ, (1.70)
g(1) = 0, (1.71)
g,x(0) = 0. (1.72)
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóþ òàê íà-
çàâàåìûå îáîáùåííûå ôóíêöèè. Íàïðèìåð, èíòåãðàëîì îò δy(x)
ßâëßåòñß òàê íàçûâàåìàß ôóíêöèß Õåâèñàéäà:
Hy(x) = H(x− y) =
{
0 x < y
1 x ≥ y. (1.73)
Èíòåãðàë îò Hy  ñêîáêà Ìàêîëýß (óñå÷åííàß ðàçíîñòü):
< x− y >=
{
0 x < y
x− y x ≥ y. (1.74)
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Òîãäà ïðè ïåðâîì èíòåãðèðîâàíèè (1.70) ïîëó÷èì
g,x + Hy = c1. (1.75)
Âòîðîå èíòåãðèðîâàíèå äàñò
g+ < x− y >= c1x + c2. (1.76)
Íàéäåì c1, c2 èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ñëåäîâàòåëüíî,
g(x) = (1− y)− < x− y > . (1.77)
Íàéäåì òåïåðü âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå
çàäà÷å î ïîèñêå ôóíêöèè Ãðèíà. Ïîäñòàâèì â (W) âìåñòî u g, f
 δy, âìåñòî q, k íóëè. Ïîëó÷èì
a(w, g) = (w, δy) = w(y). (1.78)
Òåîðåìà 3. uh(xA) = u(xA), A = 1, . . . , n.
Äëß äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèß ïîòðåáóþòñß äâå ëåììû
Ëåììà 1. Äëß ëþáîé ôóíêöèè wh ∈ Vh a(u− uh, wh) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Vh ⊂ V , ìîæíî çàìåíèòü â âàðèà-
öèîííîì óðàâíåíèè w íà wh.
a(wh, u) = (wh, f ) + kwh(0). (1.79)
Âû÷òåì èç ýòîãî óðàâíåíèß óðàâíåíèå Ãàëåðêèíà
a(wh, uh) = (wh, f ) + kwh(0). (1.80)
è ïîëó÷èì òðåáóåìîå.
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Ëåììà 2. u(y)− uh(y) = a(u− uh, g), ãäå g  ôóíêöèß Ãðèíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ δy
u(y)− uh(y) = (u− uh, δy) =
ïî ôîðìóëå (1.78)
= a(u− uh, g).
Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y = xA. Òîãäà ïî Ëåììå 2
u(xA)− uh(xA) = (u− uh, g) =
ïî Ëåììå 1
= 0.
1.10.2 Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèß
Íàïîìíèì ñíà÷àëà íåêîòîðûå îñíîâíûå ôîðìóëû. Ïóñòü f ∈
Ck([]0, 1]). Ïóñòü åùå y, z ∈ [0, 1]. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàß òî÷êà
c ∈ [y, z], ÷òîáû
f (z) = f (y) + (z − y)f,x(y) + 1
2








(z − y)kf,xx . . . x︸ ︷︷ ︸
k
(c).
Òåîðåìà î ñðåäíåì  ÷àñòíûé ñëó÷àé (1.81) ïðè k = 1.
f (z) = f (y) + (z − y)f,x(c). (1.82)






Òåîðåìà 4. Ïóñòü u ∈ C1([0, 1]), òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà íà
[0, 1] â êîòîðîé ôîðìóëà (1.81) òî÷íà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈





Ïîñêîëüêó uh(xA+1) = u(xA+1) è u
h(xA) = u(xA) ìîæíî ïåðåïè-





Òåïåðü ñðàâíåíèå (1.85) è (1.83) äàåò òðåáóåìîå.
















((xA+1 − α)3u,xxx(c1)− (xA − α)3u,xxx(c2)), (1.87)
ãäå c1, c2 ∈ [xA, xA+1].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèß u(xA) è u(xA+1) â
îêðåñòíîñòè α ∈ [xA, xA+1].
u(xA+1) = u(α) + (xA+1 − α)u,x(α) + 1
2




(xA+1 − α)3u,xxx(c1), c1 ∈ [α, xA+1]
u(xA) = u(α) + (xA − α)u,x(α) + 1
2




(xA − α)3u,xx(c2), c2 ∈ [xA, α]
Âû÷òåì îäíó ôîðìóëó èç äðóãîé è ïîäåëèì íà hA.
uh(xA+1)− uh(xA)
hA







(xA+1 − α)3(u,xxx(c1)− u,xxx(c2)).









= O(h2A), c ∈ [xA, xA+1]














1.11 Êîíñòðóêöèß ñ ïîçèöèè îäíîãî ýëåìåíòà
Ãëîáàëüíîå îïèñàíèå êîíå÷íîãî ýëåìåíòà:
1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèß [xA, xA+1].
2. Óçëû {xA, xA+1}.
3. Ñòåïåíè ñâîáîäû {dA, dA+1}.
4. Áàçèñíûå ôóíêöèè {NA, NA+1}.
5. Èíòåðïîëèðóþùàß ôóíêöèß
uh = dANA(x) + dA+1NA+1(x), x ∈ [xA, xA+1].
Ëîêàëüíîå îïèñàíèå êîíå÷íîãî ýëåìåíòà:
1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèß [ξ1, ξ2].
2. Óçëû {ξ1, ξ2}.
3. Ñòåïåíè ñâîáîäû {dA, dA+1}.
4. Áàçèñíûå ôóíêöèè {N1, N2}.
5. Èíòåðïîëèðóþùàß ôóíêöèß
uh = dAN1(x) + dA+1N2(x), x ∈ [ξ1, ξ2].
Îáëàñòè îïðåäåëåíèß ãëîáàëüíîãî è ëîêàëüíîãî îïèñàíèß ñâß-
çàíû ïðè ïîìîùè àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèß ξ : [xA, xA+1] →
[ξ1, ξ2], ãäå ξ(xA) = ξ1, ξ(xA+1) = ξ2. Îáû÷íî ïîëàãàþò, ÷òî
ξ1 = −1, ξ2 = 1. Ïóñòü ξ(x) = c1 + c2x. Òîãäà
ξ(x) =












(1 + ξaξ), a = 1, 2. (1.90)





























1.12 Ìàòðèöà æåñòêîñòè è âåêòîð ñèë äëß ýëåìåíòà
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøà ìîäåëü ñîñòîèò èç nel êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå nel = n.
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Íàïîìíèì, ÷òî êîîðäíàòû ìàòðèöû K è âåêòîðà ñèë F âû-
÷èñëßþòñß ïî ôîðìóëàì












ãäå NA(x1) = δA1.













= [F eA]. (1.98)
Çäåñü





F eA = (NA, f )








à Ωe = [xe1, x
e
2]  îáëàñòü îïðåäåëåíèß ýëåìåíòà ñ íîìåðîì e.
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Ïî îïðåäåëåíèþ NA èìååì
KeAB = 0, åñëèA 6= e èëè e + 1, èëèB 6= e èëè e + 1. (1.101)
è
F eA = 0, åñëèA 6= e èëè e + 1. (1.102)
Ïîñêîëüêó ïîëó÷èì ìíîãî íóëåâûõ êîîðäèíàò òåíçîðîâ,
ïðåäñòàâëßåòñß ðàçóìíûì ââåñòè ìàòðèöû æåñòêîñòè è âåêòîð
ñèë äëß ýëåìåíòà ñ íîìåðîì e â ñëåäóþùåì âèäå:
ke = [keab]︸︷︷︸
2×2
, f = [f ea ]︸︷︷︸
2×1
. (1.103)










δa1k e = 1
0 e = 2, 3 . . . , nel − 1
−ke02q e = nel.
(1.105)
1.13 Ïîñòðîåíèå ãëîáàëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè è âåê-
òîðà ñèë. Ìàññèâ LM
Ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èíôîðìà-
öèß î òîì, íà êàêîì ìåñòå â ìàòðèöå K ñîäåðæèòñß ìàòðèöà ke
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èëè íà êàêîì ìåñòå ñòîßò ïîäâåêòîðû f
e
â âåêòîðå F íàõîäèòñß
â ñïåöèàëüíî óïîðßäî÷åííîì ìàññèâå. Ýòîò ìàññèâ íàçûâàåòñß
ìàòðèöåé ëîêàöèé (LM).
Ïîñòðîèì äàííûé ìàññèâ. Ðàçìåðíîñòè ýòîé ìàòðèöû  nen
(÷èñëî óçëîâ ýëåìåíòà) è nel (÷èñëî ýëåìåíòîâ). Â ðàññìàòðèâà-
åìîì ñëó÷àå nen = 2. Ïî äàííîìó íîìåðó ñòåïåíè ñâîáîäû a è
íîìåðó ýëåìåíòà e íàõîäèì ãëîáàëüíûé íîìåð óðàâíåíèß.
A = LM(a, e) =
{
e, a = 1
e + 1, a = 2.
(1.106)
Ïóñòü, íàïðèìåð, ìû õîòèì äîáàâèòü èíôîðìàöèþ îá ýëå-
ìåíòå ñ íîìåðîì e < nel ê óæå ÷àñòè÷íî ñîáðàííûì òåíçîðàì K
è F . Ïîëó÷èì
Kee ← Kee + ke11. (1.107)
Ke,e+1 ← Ke,e+1 + ke12. (1.108)
Ke+1,e ← Ke+1,e + ke21. (1.109)
Ke+1,e+1 ← Ke+1,e+1 + ke22. (1.110)
Fe ← Fe + f e1 . (1.111)
Fe+1 ← Fe+1 + f e2 . (1.112)
Çäåñü îïåðàöèß← îçíà÷àåò çàìåíó òîãî, ÷òî ñòîèò ñåâà îò ñòðåë-
êè íà òî, ÷òî ñòîèò ñïðàâà îò íåå. Ïðè ýòîì, äëß ýëåìåíòà ñ
íîìåðîì nel ïîëó÷èì òîëüêî
Kn,n ← Kn,n + knel11 . (1.113)
Fn ← Fn + fnel1 . (1.114)
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1.14 Ôîðìóëû äëß âû÷èñëåíèß ìàòðèöû æåñòêîñòè è
âåêòîðà ñèë
Ïîñêîëüêó ïðè ðàáîòå ñ îäíèì âûäåëåííûì ýëåìåíòîì óäîáíî
ïîëüçîâàòüñß ëîêàëüíîé êîîðäèíàòîé ξ âìåñòî ãëîáàëüíîé êîîð-

























Åñòåñòâåííî íåîáõîäèìî ïðåäúßâèòü ïîäîáíîå âûðàæåíèå äëß
f
e
. Çàìåòèì, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî ñäåëàòü áåç çíàíèß äîïîëíè-









































2f (x(ξ1)) + f (x(ξ2))





1.15.1 Óðàâíåíèå ñòðóíû íà óïðóãîì îñíîâàíèè
Ñàìî óðàâíåíèå åñòü
u,xx − λu + f = 0 íàΩ = [0, 1].
Çäåñü λ > 0 õàðàêòåðèçóåò æåñòêîñòü îñíîâàíèß.
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýêâèâàëåíòðíàß ñëàáàß ôîðìóëèðîâêà
èìååò âèä ∫
Ω




ãäå u ∈ S, w ∈ V . Ïîñëåäíåå òîæäåñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå
a(w, u) + λ(w, u) = (w, f ) + w(0)k.
1) Ïóñòü uh = vh+qh. Íàéòè ôîðìóëèðîâêó Ãàëåðêèíà äàí-
íîé çàäà÷è:
a(wh, vh) + . . . = (wh, f ) + wh(0)k − a(wh, qh)− . . .
2) Íàéòè
KAB = a(NA, NB) + . . .
è
keab = a(Na, Nb)
e + . . .
3) Îïðåäåëèòü òî÷íîå âûðàæåíèå äëß




4) Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà K ñèììåòðè÷íà.
5) Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà K ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. ßâ-
ëßåòñß ëè óñëîâèå wh(1) = 0 íåîáõîäèìûì äëß ýòîãî?
6) Ôóíêöèß Ãðèíà äëß äàííîãî óðàâíåíèß óäîâëåòâîðßåò
òîæäåñòâó







−px x ∈ [0, y]
c3e
px + c4e
−px x ∈ [y, 1],
ãäå p = λ2 , à êîíñòàíòû ci (i = 1, 2, 3, 4) îïðåäåëßþòñß èç ñèñòåìû





g,x(y+) = g,x(y−)− 1.
Äîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå íå áóäåò òî÷íûì â óçëàõ.
7) Ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíûå áàçèñíûå ôóíêöèè N1(x),
N2(x) íà êàæäîì ýëåìåíòå, òî åñòü
uh(x) = de1N1(x) + d
e





Êîíñòàíòû ci (i = 1, 2) îïðåäåëßþòñß èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
dea = u
h(xea), a = 1, 2.
Áóäåò ëè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â òàêîì âäå íåïðåðûâíî â óç-
ëàõ.




u,xxx + λu = f íàΩ = [0, 1].
Ãðàíè÷íûå óñëîâèß ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
u(0) = α, u,x(0) = −β, u,xx(0) = γ.
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1) Íàéòè ñëàáóþ ôîðìóëèðîâêó ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è
(òðè ðàçà èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòßì).
2) Ðàññìîòðèì áàçèñíûå ôóíêöèè â âèäå êâàäðàòè÷íûõ ïî-
ëèíîìîâ N1, N2, N3 íà êàæäîì ýëåìåíòå. Íàéòè ìàòðè÷íóþ ôîð-
ìóëèðîâêó Ãàëåðêèíà äëß äàííîé çàäà÷è
3) Ïîñòðîèòü ìàòðèöû K, ke.
4) Íàéòè àíàëîã ôóíêöèè Ãðèíà äëß äàííîãî óðàâíåèß
g,xxx + λg = δy.
5) Áóäåò ëè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå òî÷íî â óçëàõ?
1.15.3 Òåîðèß ñòåðæíåé Áåðíóëëè Ýéëåðà è ýðìèòîâû êóáèêè
Ïðèâåäåì ñèëüíóþ ôîðìóëèðîâêó êðàåâîé çàäà÷è äëß òîíêîãî
áðóñà, çàêðïëåííîãî ñ îäíîé ñòîðîíû è ñ çàäàííûìè ñèëîé ñäâè-
ãà è ìîìåíòîì ñ äðóãîé ñòîðîíû. Ïóñòü ñòåðæåíü ïðåäñòàâëßåò
ñîáîé îòðåçîê Ω = [0, 1].
(S)

Ïî äàííûì ôóíêöèèF : Ω→ R è êîíñòàíòàìM,Q
íàéòè òàêóþ ôóíêöèþu, ÷òî
IEu,xxxx = F íàΩ (Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèß)
u(1) = 0 (îäèí êîíåö ñòåðæíß çàêðåïëåí)
ux(1) = 0 (è íåïîäâèæåí)
IEu,xx(0) = M (çàäàííûé ìîìåíò äâèæåíèß íà
äðóãîì êîíöå)
IEu,xxx(0) = Q (çàäàííàß ñèëà íà äðóãîì êîíöå).
Çäåñü E  ìîäóëü Þíãà, à I  ìîìåíò èíåðöèè.
Ïóñòü òåïåðü S = V = {w ∈ H2(Ω)|w(1) = w,x(1) = 0}.





Ïî äàííûì ôóíêöèèF : Ω→ R è êîíñòàíòàìM,Q
íàéòè òàêóþ ôóíêöèþu ∈ S, ÷òî äëß êàæäîéw ∈ V










Ïóñòü Sh = Vh  êîíå÷íîìåðíîå ïðèáëèæåíèå S. Ïóñòü, â ÷àñò-
íîñòè, wh ∈ Sh óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì wh(1) = wh,x(1) = 0.




Ïî äàííûì ôóíêöèèF : Ω→ R è êîíñòàíòàìM,Q
íàéòè òàêóþ ôóíêöèþuh ∈ Sh, ÷òî äëß êàæäîéwh ∈ Vh
a(wh, uh) = (wh,F)−Mwh,x(0) + Qwh(0).
1) Ïðåäïîëàãàß âñå ôóíêöèè ãëàäêèìè è îãðàíè÷åííûìè,
äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèß (S) è (W) ñîâïàäàþò. Ïðèâåñòè åñòåñòâåí-
íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèß.
2) Ïóñòü 0 = x1 < x2 < . . . < xn+1 = 1 è Vh = {wh ∈
C1(Ω)|wh(1) = wh,x(1) = 0, wh|[xA,xA+1] − êóáè÷åñêèé ïîëèíîì}.
Ýòî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñß ïðîñòðàíñòâîì ýðìèòîâûõ êóáè÷å-
ñêèõ áàçèñíûõ ôóíêöèé. Çàìåòèì, ÷òî wh ∈ Vh â îáùåì ñëó÷àå
íå ïðèíàäëåæèò C2(Ω).
























Ïîëîæèì wh(x)−c1+c2x+c3x2+c4x3. Îïðåäåëèì êîíñòàíòû
ci (i = 1, 2, 3, 4) èç óñëîâèé










wh,x(x1) = c2 + 2c3x1 + 3c4x
2
1
wh,x(x2) = c2 + 2c3x2 + 3c4x
2
2
Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé Ni, (i = 1, 2, 3, 4).
Ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èç ýòîãî ïóíêòà äàåò ðå-
øåíèå, êîòîðîå êàê ñàìî òàê è åãî ïåðâàß ïðîèçâîäíàß òî÷íî â
óçëàõ.
3) Íàéòè òî÷êè â êîòîðûõ îïòèìàëüíîïðèáëèæàåòñß êðè-
âèçíà òî÷íîãî ðåøåíèß. Ïîäîáíûå çàäà÷è íåîáõîäèìû äëß èñ-
ñëåäîâàíèß âîçìîæíûõ èçãèáàíèé ñòåðæíß.
4) Îöåíèòü ñõîäèìîñòü ê òî÷íîìó ðåøåíèþ â òî÷êàõ èç
ïóíêòà 3).
5) Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷åê èç ïóíòà 3) ïðè óñëîâèè, ÷òî
ñåãìåíò [xA, xA+1] ñòåðæíß íå íàãðóæåí, òî ñòü u,xxxx = 0.
6) Ïóñòü nel = 1, òî åñòü ìû èìååì äåëî ñ îäíèì ýëåìåí-
òîì, è F = c = const. Íàéòè è ðåøèòü óðàâíåíèå Ãàëåðêèíà.
Ïîñòðîèòü ãðàôèêè uh, uh,x, u
h





8) Äîêàçàòü, ÷òî ïðè F = c = const â òî÷êàõ îïòèìàëüíîãî
ïðèáëèæåíèß êðèâèçíû íà ñàìîì äåëå ïðèñóòñòâóåò ñîâïàäåíèå
çíà÷åíèé, òî åñòü
uh,xx(xo) = u,xx(xo).




Np,xxIENq,xxdx, p, q = 1, 2, 3, 4.
10) Â ñëàáîé ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è ïðåäïîëîæèì, ÷òî w ∈
V è u ∈ S ïðèíàäëåæàò ïåðåñå÷åíèþ êëàññîâ C1((xA, xA+1)),

















Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî óñëîâèß Ýéëåðà-Ëàãðàíæà èìåþò
âèä
I. IEu,xxxx(x) = F(x), x ∈ (xA, xA+1), A = 1, 2 . . . , n.
II. IEu,xx(0+) = M .
III. IEu,xxx(0+) = Q.
IV. IEu,xx(xA+) = IEu,xx(xA−), A = 2 . . . , n.
V. IEu,xxx(xA+) = IEu,xxx(xA−), A = 2 . . . , n.
Òî åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Ãàëåðêèíà ïðèáëèæàåò âñå ïóíêòû
I-V, êîòîðûå âûïîëíßþòñß äëß òî÷íîãî ðåøåíèß.
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Ãëàâà 2
Äâóìåðíûå è ïðîñòðàíñòâåííûå çàäà÷è
2.1 Ââåäåíèå
Ïóñòü nsd  ÷èñëî èçìåðåíèé ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü Ω ⊂ Rnsd 
îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ. Îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé,
íàïðàâëåííûé âîâíå Ω âåòîð íîðìàëè ê ãðàíèöå ÷åðåç n.






Γk = ∅. (2.2)
Çäåñü Γg,Γk  îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà Γ.
Ïðèìåð. Ïóñòü Ω = {x, y ∈ R2|x2 + y2 < 1}  åäèíè÷íûé
êðóã. Òîãäà Γ = {x, y ∈ R2|x2 + y2 = 1}  îêðóæíîñòü. Ïóñòü
Γg = Γ
⋂
{x ∈ R2|y > 0}. (2.3)
Òîãäà ãðàíèöà Γg  äâóõòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî {x ∈ R2|x =
−1, y = 0 èx = 1, y = 0}. Òî åñòü
Γg = Γ
⋂









{x ∈ R2|y ≤ 0}. (2.6)
Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Γg 6= ∅, íî íå èñêëþ-
÷àåì òîãî, ÷òî Γk = ∅. Òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç u,i ÷àñò-





∂y , u,3 =
∂u
∂z .
Íàì ïîòðåáóþòñß åùå ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
Òåîðåìà 5. (Òåîðåìà Ñòîêñà äëß ïîâåðíîñòåé â R3). Ïóñòü






Ñëåäñòâèåì ýòîãî óòâåðæäåíèß ßâëßåòñß
Òåîðåìà 6. (Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòßì). Ïóñòü f, g : Ω → R





















Çàòåì ïðèìíèì Òåîðåìó 5 ê ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà.
2.2 Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Ñèëüíàß è ñëàáàß
ôîðìóëèðîâêè
Ïóñòü qi  êîîðäèíàòû âåêòîðà ïîòîêà òåïëà, u  òåìïåðàòóðà,
F  ïðèòîê òåïëà â åäèíè÷íîì îáúåìå. Ïóñòü åùå âåêòîð òåï-
ëîâîãî ïîòîêà îïðåäåëåí ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû
qi = −κiju,j, κij = κji. (2.9)
Çäåñü êîìïîíåíòû òåíçîðà òåïëîïåðåäà÷è κij  íåîòîðûå èçâåñò-
íûå ôóíêöèè îò x. Åñëè κij ïîñòîßííû, òî òåëî íàçûâàåòñß îä-
íîðîäíûì. Ìàòðèöà κ = (κij) ïðåäïîëàãàåòñß ïîëîæèòåëüíî-
îïðåäåëåííîé. Íà ïðàêòèêå íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àåòñß ñëó÷àé
κij = κ(x)δij.
Ïðèâåäåì ïîñòàíîâêó êðàåâîé çàäà÷è â ñèëüíîé ôîðìå.
(S)

Ïî äàííûì ôóíêöèßìF : Ω→ R, g : Γg → R, k : Γk → R
íàéòè òàêóþ ôóíêöèþu : Ω→ R, ÷òî




Çäåñü ôóíêöèè g è k  äàííûå ãðàíè÷íûå òåìïåðàòóðà è ïî-
òîê òåïëà. Ïåðâîå óñëîâèå  óñëîâèå Äèðèõëå, âòîðîå  óñëîâèå
Íåéìàíà.
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Ïîñòîðèì òåïåðü ñëàáóþ ôîðìóëèðîâêó äàííîé çàäà÷è.
Äëß ýòîãî íàì ïîòðåáóþòñß ïðîñòïàíñòâà S è V . Ïîòðåáóåì,
÷òîáû âñå ýëåìåíòû S óäîâëåòâîðßëè óñëîâèþ Äèðàêà, ïðè ýòîì
w ∈ V âëå÷åò
w|Γg = 0. (2.11)
Òîãäà ñëàáàß ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è ïðèíèìàåò âèä
(W )

Ïî äàííûì ôóíêöèßìF : Ω→ R, g : Γg → R, k : Γk → R
íàéòè òàêóþ ôóíêöèþu ∈ S,










Òåîðåìà 7. Äîïóñòèì, ÷òî âñå ôóíêöèè èìåþò äîñòàòî÷íî
áîëüøîé ïîðßäîê ãëàäêîñòè. Òîãäà ðåøåíèå (S) ßâëßåòñß ðåøå-
íèåì (W) è íàîáîðîò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u  ðåøåíèå (S). Â ñèëó óñëîâèß Äèðè-



























Ñëåäîâàòåëüíî, u  ðåøåíèå (W).
Ïóñòü òåïåðü u  ðåøåíèå (W). Òîãäà u = g íà Γg è äëß














w(−qi,i + F)dΩ +
∫
Γk
w(niqi + k)dΓ. (2.13)
Ïóñòü
α = −qi,i + F
β = niqi + k.




Ðàññìîòðèì w = αφ, ãäå
1) φ|Ω > 0,
2) φ|Γ = 0,
3) φ  ãëàäêàß ôóíêöèß.





Ñëåäîâàòåëüíî, α|Ω = 0.
Ïóñòü òåïåðü w = βψ, ãäå
1') ψ|Γk > 0,
2') ψ|Γg = 0,
3') ψ  ãëàäêàß ôóíêöèß.
Ïðè ýòîì îïßòü w ∈ V . Òîæäåñòâî (2.13) ïåðåõîäèò â óðàâ-





Ñëåäîâàòåëüíî, β|Γk = 0. Òî åñòü, u  ðåøåíèå (S).
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Òîãäà ìîæíî ïåðåïèñàòü (2.12) â ñëåäóþùåì âèäå:






 ãðàäèåíò ôóíêöèè u. Òîãäà ïîäèíòåãðàëü-
íîå âûðàæåíèå â ôîðìóëå (2.14) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
w,iκiju,j = (Ow)TκOu (2.18)





2.3 Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Ôîðìóëèðîâêà Ãà-
ëåðêèíà
Ïóñòü Sh, Vh  êîíå÷íîìåðíûå ïðèáëèæåíèß S, V , ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò Vh îáðàùàåòñß â 0 íà
Γg è êàæäûé ýëåìåíò u
h ∈ Sh äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå
uh = vh + gh, (2.20)
ãäå vh ∈ Vh, à gh óäîâëåòâîðßåò èëè õîòß áû ïðèáëèæàåò ãðà-
íè÷íûå óñëîâèß u|Γg = g.
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Òîãäà ôîðìóëèðîâêà Ãàëåðêèíà çàäà÷è ïðèíèìàåò âèä
(G)

Ïî äàííûì ôóíêöèßìF : Ω→ R, g : Γg → R, k : Γk → R
íàéòè òàêóþ ôóíêöèþuh = vh + gh ∈ Sh,
÷òî äëß êàæäîéwh ∈ Vh
a(wh, vh) = (wh,F) + (wh, k)Γ − a(wh, gh).
(2.21)
Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàçáèåíèå îáëàñòè Ω íà ýëåìåíòû Ωe,
e = 1, . . . , nel.
Ïóñòü η = {1, 2, . . . , nnp}  ãëîáàëüíàß íóìåðàöèß ìíîæå-
ñòâà óçëîâ, çäåñü nnp  ÷èñëî óçëîâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óçåë 
g-óçåë, åñëè â ýòîé òî÷êå uh = g. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ηg ⊂ η ìíî-
æåñòâî âñåõ g-óçëîâ. Äîïîëíåíèå ηg â ìíîæåñòâå η  ìíîæåñòâî
óçëîâ η \ ηg. Íà ìíîæåñòâå η \ ηg çíà÷åíèå uh òðåáóåòñß îïðå-
äåëèòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî óðàâíåíèé neq ðàâíî êîëè÷åñòâó
óçëîâ â ηg.





ãäå NA  áàçèñíàß ôóíêöèß, ñîîòâåòñòâóþùàß óçëó A, à ca ∈ R
 êîíñòàíòà. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî wh = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,











gANA(x), gA = g(xA). (2.24)
Òîæäåñòâî (2.24) îçíà÷àåò, ÷òî gh  èíòåðïîëßöèß g ñ ïîìîùüþ
áàçèñíûõ ôóíêöèé. Òàêæå âîçìîæíóþ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé
óâåëè÷èâàåò 1) èñïîëüçîâàíèå Fh è kh âìåñòî F è k, ñîîòâåò-
ñòâåííî; 2) ïðèáëèæåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèß, ïðè êîòîðîì ãðà-
íèöû ýëåìåíòîâ íå ñîâïàäàþò, âîîáùå ãîâîðß, ñ ãðàíèöåé Γ.
Ïîäñòàâèì òåïåðü âûðàæåíèß (2.22)(2.24) â óðàâíåíèå
(2.21) è ïîñëå ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ ïðèâåäåííûì â ïåð-
âîé ãëàâå, ïîëó÷èì∑
B∈η\ηg
dBa(NA, NB) = (NA,F) + (NA, k)Γ −∑
B∈η\ηg
gBa(NA, NB), A ∈ η \ ηg. (2.25)
Äëß òîãî, ÷òîáû íàéòè ãëîáàëüíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè è
âåêòîð ñèë, ñíà÷àëà íåîáõîäèìî óïîðßäî÷èòü ìíîæåñòâî óðàâ-
íåíèé. Âåäåì äëß ýòîãî ìàññèâ ID, êîòîðûé ñîïîñòàâëßåò êàæ-




P (ãëîáàëüíûé íîìåð óðàâíåíèß), A ∈ η \ ηg
0, A ∈ ηg.
(2.26)
Çäåñü P = 1, . . . , neq. Ðàçìåð ìàññèâà ID ðàâåí nnp.
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Ñîîòâåòñòâåííî ìîæíî ïîñòðîèòü è ìàòðè÷íûé ýêâèâàëåíò
(2.25).
Kd = F , (2.27)
K = (KPQ), d = (dQ), F = (FQ), P,Q = 1, . . . , neq. (2.28)
KPQ = a(NA, NB), P = ID(A), Q = ID(B). (2.29)




Òåîðåìà 8. Ìàòðèöà K
1) Ñèììåòðè÷íà;
2) Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ñèììåòðè÷íîñòü K ñëåäóåò íàïðßìóþ èç
îïðåäåëåíèß K:
KPQ = a(NA, NB) =
= a(NB, NA) =
= KQP .
2) Àññîöèèðóåì ñ êàæäûì neq-âåêòîðîì c = (cP ) ïðåäñòàâè-
òåëß ïðîñòðàíñòâà Vh ïî ôîðìóëå wh = ∑
A∈η\ηg





































Òàê êàê ìàòðèöà κ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ïîëó÷èì wh,i = 0.
Òî åñòü wh  êîíñòàíòà. Ïðè ýòîì wh|Γg = 0, Γg 6= ∅, ñëåäîâà-
òåëüíî wh|Ω = 0. Ïî îïðåäåëåíèþ wh ïîëó÷àåì, ÷òî âñå êîýôôè-
öèåíòû cP = 0, ñëåäîâàòåëüíî c = θ.
Çàìåòèì, ÷òî äëß äîêàçàòåëüñòâà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäå-
ëåííîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòèìîñòè ìàòðèöû K íåîáõîäèìî
áûëî èñïîëüçîâàòü êàê ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü κ, òàê è
íóëåâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ôóíêöèè èç Vh.
2.4 Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Âû÷èñëåíèå ìàòðè-
öû æåñòêîñòè è âåêòîðà ñèë













= (F eP ) (2.32)
Çäåñü






















Γe, P = ID(A), Q = ID(B). (2.35)
Äëß êàæäîãî ýëåìåíòà îïßòü îïðåäåëèì ñâîè ëîêàëüíûå
ìàòðèöó æåñòêîñòè è âåêòîð ñèë.
ke = (keab), f
e
= (f ea), a, b = 1, . . . , nen. (2.36)





















b) åñëè g îïðåäåëåíà
â óçëå xeb è g
e
b = 0, èíà÷å.








































íàçûâàåòñß âåêòîðîì òåïåðàòóðû ýëåìåíòà. Äîêàçàòü,
÷òî âåêòîð ïîòîêà òåïëà â òî÷êå x ∈ Ωe ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå







Ðàññìîòðèì ñèëüíóþ ïîñòàíîâêó êðàåâîé çàäà÷è äëß êëàññè-
÷åñêîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèß òåïëîïðîâîäíîñòè, â êîòîðîé k-
óñëîâèå Íåéìàíà çàìåíåíî òîæäåñòâîì
λu− qini = k íàΓk. (2.47)
Çäåñü λ ≥ 0  çàäàííàß ôóíêöèß îò x ∈ Γk.
Îáîáùèòü ñëàáóþ ôîðìóëèðîâêó, âêëþ÷èâ â íåå (2.47) â
êà÷åñòâå åñòåñòâåííîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèß. Íàéòè äîïîëíèòåëü-
íûé âêëàä, êîòîðûé âíîñèò â ke óñëîâèå (2.47). Äîêàçàòü, ÷òî K
 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàß ìàòðèöà.
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Óñëîâèå (2.47)  ýêâèâàëåíò Çàêîíà Íüþòîíà òåïëîïåðåíî-
ñà, λ  êîôôèöèåíò òåïëîïåðåíîñà. Ýòî óñëîâèå èñïîëüçóþò â
ñëó÷àå, êîãäà ïîòîê òåïëà ïðîïîðöèîíàëåí ðàçíîñòè òåìïðàòóð
ïîâåðõíîñòè òåëà è îêðóæàþùåé ñðåäû, ýòî îòíîøåíèå ôîðìàëü-
íî  k/λ â òîæäåñòâå (2.47).
2.6 Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Ìàññèâû îáðàáîòêè
äàííûõ ID, IEN , LM
Èíôîðìàöèß îá óçëàõ ýëåìåíòîâ õðàíèòñß â ìàññèâå IEN , â
êîòîðîì ïðîèçâîäèòñß ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ëîêàëüíûì íîìåðîì
óçëà è ãëîáàëüíûì.
IEN(a, e) = A, (2.48)
ãäå a  ëîêàëüíûé íîìåð óçëà. e  íîìåð ýëåìåíòà, A  ãëî-
áàëüíûé íîìåð óçëà.
Èíôîðìàöèß î ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ãëîáàëüíûì íîìåðîì
óçëà è ãëîáàëüíûì íîìåðîì óðàâíåíèß ñíîâà ñîäåðæèòñß â ìàñ-
ñèâå ID. Òàêèì îáðàçîì, ìàññèâû ID, IEN ïîëó÷åíû íåïîñðåä-
ñòâåííî èç èñõîäíûõ äàííûõ. Ïîñòðîèì òåïåðü ìàññèâ LM :
LM(a, e) = ID(IEN(a, e)) (2.49)
2.6.1 Ïðèìåð 1
Ðàññìîòðèì ïðßìîóãîëüíóþ îáëàñòü, ðàçáèòóþ íà êâàäðàòíûå
ýëåìåíòû.
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Òîãäà ìàññèâ ID èìååò âèä
Ïðè ýòîì, íàïîìíèì, ãëîáàëüíûé íîìåð óðàâíåíèß P =
ID(A).
Ìàññèâ IEN èìååò âèä
Çäåñü A = IEN(a, e).
Ìàññèâ LM èìååò âèä
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Çäåñü P = LM(a, e) = ID(IEN(a, e)).
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèß gea â òåðìèíàõ
ìàññèâîâ IEN è LM :
gea =
{
0, LM(a, e) 6= 0
gA, LM(a, e) = 0, ãäåA = IEN(a, e).
(2.50)
2.6.2 Ïðèìåð 2
Ïóñòü e  îáû÷íûé ÷åòûðåõóçëîâîé ýëåìåíò. Ïóñòü çíà÷åíèß
ìàññèâà LM íà ýòîì ýëåìåíòå äàíñëåäóþùèì îáðàçîì:
LM(1, e) = 5
LM(2, e) = 0
LM(3, e) = 0
LM(4, e) = 9.
(2.51)
Èç òîæäåñòâ (2.51) ïîëó÷àåì, ÷òî âêëàä, êîòîðûé âíîñèò äàííûé
ýëåìåíò â ãëîáàëüíûå òåíçîðû îïðåäåëåí ïî ôîðìóëàì
K55 ← K55 + ke11
K59 ← K59 + ke14
K95 ← K95 + ke41
K99 ← K99 + ke44.
(2.52)
{
F5 ← F5 + f e1
F9 ← F9 + f e4 .
(2.53)
Çàìåòèì, ÷òî íè îäèí èç ýëåìåíòîâ èç âòîðîãî è òðåòüåãî ñòîëá-
öîâ è òåõ æå ñòðîê ìàòðèöû ke íå îêàçûâàåò âëèßíèß íà K.
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Îäíàêî, ýòè ýëåìåíòû ìîãóò ìåíßòü F ÷åðåç ïîñðåäñòâî f e1 è f
e
4 ,
ïîñêîëüêó ïî ôîðìóëå (2.38)
f e1 = . . .− ke12ge2 − ke13ge3
f e4 = . . .− ke42ge2 − ke43ge3.
(2.54)
2.6.3 Çàäà÷à
Ïîñòðîèòü äëß ïðèâåäåííîãî ðàçáèåíèß îáëàñòè ìàññèâû ID,
IEN , LM .
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2.7 Ëèíåéíàß òåîðèß óïðóãîñòè. Ñèëüíàß è ñëàáàß ïî-
ñòàíîâêè çàäà÷è
Ïóñòü σij  êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðßæåíèé, ui  êîîðäèíà-
òû âåêòîðà ñìåùåíèé, fi  êîðäèíàòû âåêòîðà ñèë â åäèíè÷íîì
îáúåìå. Îïðåäåëèì òåíçîð äåôîðìàöèé ij êàê ñèììåòðèçîâàí-
íûå ãðàäèåíòû ñìåùåíèé:




Òåíçîð íàïðßæåíèé ïîëó÷àåòñß èç òåíçîðà äåôîðìàöèé ïî îáîá-
ùåííîìó çàêîíó Ãóêà
σij = cijklkl, (2.56)
ãäå cijkl (êîýôôèöèåíòû óïðóãîñòè)  íåêîòîðûå èçâåñòíûå
ôóíêöèè îò x. Ïðåäïîëàíãàåòñß, ÷òî cijkl îáëàäàþò ñëåäóùèìè
ñâîéñòâàìè:
Ñèììåòðèß






cijkl(x)ψijψkl ≥ 0 (2.59)
cijkl(x)ψijψkl = 0 âëå÷åòψij = 0 (2.60)
äëß âñåõ x ∈ Ω è âñåõ ψij = ψji.
Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî (2.57) âëå÷åò
ñèììåòðè÷íîñòü K. Ïåðâàß èç ìàëûõ ñèììåòðèé, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, âëå÷åò ñèìåòðè÷íîñòü òåíçîðà íàïðßæåíèé σij = σji. Óñëî-
âèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè âêóïå ñ ïîäõîäßùèìè ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèßìè íà âåêòîð ñìåùåíèé âëå÷åò ïîëîæèòåëüíóþ
îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû K.
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Â äàííîé çàäà÷å ñ÷èòàåì íåèçâåñòíûì âåêòîð ñìåùåíèé.
Ñëåäñòâèåì òàêîé ïîñòàíîâêè ßâëßåòñß íåîáõîäèìîñòü îáîáùåê-









i = 1, . . . , nsd (2.61)
Ïðèâåäåì ïîñòàíîâêó êðàåâîé çàäà÷è â ñèëüíîé ôîðìå.
(S)

Ïî äàííûì ôóíêöèßì fi : Ω→ R, gi : Γgi → R,
ki : Γki → R íàéòè òàêèå ôóíêöèèui : Ω→ R, ÷òî
σij,j + fi = 0 íàΩ
ui = gi íàΓgi
σijnj = ki íàΓki,
(2.62)
ãäå σij îïðåäåëåíû ÷åðåç ui ïî ôîðìóëàì (2.55), (2.56).
Ôóíêöèè gi è ki íàçûâàþòñß çàäàííûìè êðàåâûìè ñäâèãà-
ìè è íàãðóçêàìè, ñîîòâåòñòâåííî. Çàäà÷à (S) èíîãäà íàçûâàåòß
ñìåøàííîé çàäà÷åé òåîðèè óïðóãîñòè. Åñëè Γki = ∅, òî çàäà÷à
íàçûâàåòñß ïåðâîé îñíîâíîé çàäà÷åé òåîðèè óïðóãîñòè, åñëè æå
Γgi = ∅, òî çàäà÷à íàçûâàåòñß âòîðîé îñíîâíîé çàäà÷åé òåîðèè
óïðóãîñòè.
Ïóñòü Si  ïðîñòðàíñòâî ïðîáíûõ ðåøåíèé, à Vi  ïðî-
ñòðàíñòâî âàðèàöèé. Òîãäà êàæäûé ïðåäñòàâèòåëü ui ∈ Si óäî-
âëåòâîðßåò óñëîâèþ ui = gi íà Γgi, ïðè ýòîì äëß ëþáîé ôóíêöèè
wi ∈ Vi wi = 0 íà Γgi.
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Ïî äàííûì ôóíêöèßì fi : Ω→ R, gi : Γgi → R,
ki : Γki → R íàéòè òàêèå ôóíêöèèui ∈ Si,












ãäå σij îïðåäåëåíû ÷åðåç ui ïî ôîðìóëàì (2.55), (2.56).
Â ëèòåðàòóðå ïî ìåõàíèêå (W) èíîãäà íàçûâàþò çàêîíîì
âèðòóàëüíîé ðàáîòû èëè çàêîíîì âèðòóàëüíûõ ñìåùåíèé.
Òåîðåìà 9. Ïóñòü âñå ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè èìåþò äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîé ïîðßäîê êðàòíîñòè. Òîãäà ðåøåíèå (S) áó-
äåò ðåøåíèåì (W), è íàîáîðîò.
Äëß äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîòðåáóåòñß íåñêîëüêî òåõíè-
÷åñêèõ ëåìì.
Ëåììà 4. (Åâêëèäîâî ðàçëîæåíèå òåíçîðà âòîðîãî ïîðßäêà)
Ïóñòü sij  ïðîèçâîëüíûé òåíçîð, Òîãäà sij = s(ij) + s[ij], ãäå










Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííûå òåíçîðû óäîâëåòâîðßþò óñëîâèßì
ëåììû.
Ëåììà 5. Ïóñòü sij  ïðîèçâîëüíûé òåíçîð, à tij  ñèììåò-
ðè÷íûé òåíçîð, Òîãäà
sijtij = s(ij)tij (2.66)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Ëåììå 4 sij = s(ij) + s[ij]. Ïîñêîëüêó
sijtij = s(ij)tij + s[ij]tij,
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî s[ij]tij = 0.
Äîêàæåì ýòî:
s[ij]tij = −s[ji]tij =
= −s[ji]tji =
= −s[ij]tij.
Òî åñòü, s[ij]tij = −s[ij]tij = 0.
Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ui  ðåøåíèå (S). Òîãäà ui ∈ Si. Óìíî-


























Ñëåäîâàòåëüíî, ui  ðåøåíèå (W).
Ïóñòü òåïåðü ui  ðåøåíèå (W). Ïîñêîëüêó ui ∈ Si, ui|Γgi =























wi(σijnj − ki)dΓ. (2.67)
Ïîëîæèì
αi = σij,j + fi
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βi = σijnj − ki.
Òåïåðü îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî
αi|Ω = 0,
βi|Γki = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ òîæäåñòâ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïî-
äîáíûõ ñîîòíîøåíèé è ïðåäûäóùåé ãëàâû.
Ïóñòü wi = αiφ, ãäå
1) φ|Ω > 0.
2) φ|Γ = 0.
3) φ  ãëàäêàß ôóíêöèß.









Ñëåäîâàòåëüíî, αi|Ω = 0.
Ïóñòü òåïåðü wi = δi1β1ψ, ãäå
1') ψ|Γki > 0.
2') ψ|Γgi = 0.
3') ψ  ãëàäêàß ôóíêöèß.
Ñíîâà wi ∈ Vi. Îïßòü ïîäñòàâèì wi â óðàâíåíèå (2.67) è





Ñëåäîâàòåëüíî, β1|Γki = 0. Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
βj|Γki = 0, j = 2, . . . , nsd.
Òàêèì îáðàçîì, ui  ðåøåíèå (S).

















Äîêàçàòü, ÷òî ôîðìû a(·, ·), (·, ·), (·, ·)Γ  ñèììåòðè÷íûå áèëè-
íåéíûå ôîðìû.
2.7.2 Îïåðàòîðíàß ôîðìà çàïèñè óðàâíåíèé
Ïóñòü S = {u|ui ∈ Si} è V = {w|wi ∈ Vi}. Òîãäà ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü ñëàáóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è â îïåðàòîðíîé ôîðìå
(W )

Ïî äàííûì ôóíêöèßì f, g, k
íàéòè òàêóþ ôóíêöèþu ∈ S, ÷òî äëß ëþáîé w ∈ V
a(w, u) = (w, f ) + (w, k)Γ.
(2.71)
Ïðåäñòàâëßåòñß æåëàòåëüíûì ïîñòðîèòü áåçèíäåêñíóþ çàïèñü
äëß ïðàâûõ ÷àñòåé òîæäåñòâ (2.68)-(2.70). Ïóñòü äëß îïðåäåëåí-
íîñòè nsd = 2.
Ïîëîæèì








D = (DIJ) =




ãäåDIJ = cijkl, à èíäåêñû ñîãëàñîâàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáëèöåé
Òàêèì îáðàçîì, ìû ñõëîïûâàåì ïàðû èíäåêñîâ (i, j è k, l),
ó÷èòûâàß ñèììåòðèè cijkl, u(k,l), w(i,j). Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì
ïðèìåðå I, J ïðèíèìàþò çíà÷åíèß 1, 2, 3. Â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè












1. Äîêàçàòü (2.75) äëß nsd = 2.
2. Ïîñòðîèòü àíàëîã ïðèâåäåííîé âûøå òàáëèöû èíäåêñîâ äëß




























, nsd = 3. (2.80)
4. Ïóñòü èññëåäóåìîå òåëî èçîòðîïíî, òîãäà
cijkl(x) = µ(x)(δikδjl + δilδjk) + λ(x)δijδkl. (2.81)
Çäåñü λ, µ  êîýôôèöèåíòû Ëàìå; µ èíîãäà òàêæå íàçûûâàþò
ìîäóëåì ðàçðûâà è îáîçíà÷àþò G. Âûðàæåíèå λ, µ ÷åðåç ìîäóëü
Þíãà E è îòíîøåíèå Ïóàññîíà ν çàäàíî òîæäåñòâàìè
λ =
νE





Âûâåñòè èç (2.81) âèä D äëß nsd = 2, nsd = 3.
Óêàçàíèå ê ðåøåíèþ: Äëß nsd = 2
D =
 λ + 2µ λ 0λ λ + 2µ 0
0 0 µ
 . (2.84)
5. Ïóñòü σin = σijnj  ðàçðûâíàß ôóíêöèß. Îáîçíà÷èì ñêà-
÷îê äàííîé ôóíêöèè ÷åðåç [σin]. Ïóñòü òàêæå ôóíêöèè wi, ui
ãëàäêèå âíóòðè ýëåìåíòîâ, íî íà ãðàíèöå èõ ãðàäèåíòû ïðåòåð-
















Îòñþäà ïîëó÷èì óñëîâèß Ýéëåðà-Ëàãðàíæà.




II. σin = ki íà Γki.
III. [σin] = 0 íà Γint.
2.8 Ëèíåéíàß òåîðèß óïðóãîñòè. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Ãà-
ëåðêèíà
Ïóñòü, êàê îáû÷íî, Sh è Vh  êîíå÷íîìåðíûå àïïðîêñèìàöèè
ïðîñòðàíñòâ S è V , ñîîòâåòñòâåííî. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ýëåìåíòû
wh ∈ Vh óäîâëåòâîðßþò èëè ïðèáëèæàþò ãðàíè÷íûå óñëîâèß
wi = 0 íà Γgi, à ýëåìåíòû Sh äîïóñêàþò ðàçëîæåíèå
uh = vh + gh, (2.85)
ãäå vh + gh óäîâëåòâîðßþò èëè ïðèáëèæàþò ãðàíè÷íûå óñëîâèß
ui = gi íà Γgi.




Ïî äàííûì ôóíêöèßì f, g, k íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ
uh = vh + gh ∈ Sh, ÷òî äëß ëþáîé wh ∈ Vh
a(wh, vh) = (wh, f ) + (wh, k)Γ − a(wh, gh).
(2.86)
Äëß òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ãëîáàëüíóþ ìàòðèöó æåñòêî-
ñòè íàì ïîòðåáóåòñß ìàññèâ ID. Äëß òîãî, ÷òîáû îïèñàòü íàè-
áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ, íàì òàêæå áóäåò íåîáõîäèìà âåëè÷èíà




P, A ∈ η \ ηg
0, A ∈ ηg. (2.87)
Çäåñü i = 1, . . . , ndof  íîìåð ñòåïåíè ñâîáîäû, A  ãëîáàëüíûé
íîìåð óçëà, P  ãëîáàëüíûé íîìåð óðàâíåíèß. Ìàññèâ ID èìååò
ðàçìåðíîñòü ndof × nnp.
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Íàïîìíèì, ÷òî η = {1, . . . , nnp}  ãëîáàëüíàß íóìåðàöèß
óçëîâ. Ïóñòü ηgi ⊂ η  ìíæåñòâî òåõ óçëîâ, â êîòîðûõ uhi = gi.
Çíà÷èò, â êàæäîì óçëå èç ìíîæåñòâà η \ ηgi çíà÷åíèå uhi íåîáõî-
äèìî îïðåäåëèòü.
Ïðèâåäåì òåïåðü âûðàæåíèß äëß vhi è g
h
i ÷åðåç áàçèñíûå









Çäåñü îïßòü i = 1, . . . , ndof  íîìåð ñòåïåíè ñâîáîäû, A  ãëî-
áàëüíûé íîìåð óçëà.
Ïóñòü ei  i-é áàçèñíûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà Rnsd. Òîãäà
vh = vhi ei (2.90)
gh = ghi ei. (2.91)
Àíàëîãè÷íî äëß ëþáîãî ýëåìåíòà wh ∈ Vh ïîëó÷àåì ïðåäñòàâ-
ëåíèß

















a(NAei, NBej)gjB, A ∈ η \ ηgi, i = 1, . . . , nsd.
(2.93)
Ïîñëåäíåå òîæäåñòâî ýêâèâàëåíòíî ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ
Kd = F , (2.94)
ãäå
K = (KPQ) (2.95)
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d = (dP ) (2.96)
F = (FP ) (2.97)
KPQ = a(NAei, NBej) (2.98)







P = ID(i, A), Q = ID(j, B). (2.100)
Âûðàæåíèå (2.98) ìîæíî íàïèñàòü â áîëåå ßâíîé ôîðìå ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì òåíçîðîâ , B è D. Çàìåòèì åùå, ÷òî
(NAei) = BAei, (2.101)
ãäå ïðè nsd = 2
BA =
 NA,1 00 NA,2
NA,2 NA,1
 , (2.102)













2.8.2 Îïåðàòîðíàß çàïèñü çàäà÷è Ãàëåðêèíà








Âûðàæåíèå (2.99) òàêæå ìîæíî ïðåïèñàòü, ïîñêîëüêó























Èññëåäóåì òåïåðü ñâîéñòâà ìàòðèöû K
Ïóñòü nsd = 2 èëè 3, w : Ω → Rnsd. Åñëè wi,j = 0 (íóëåâûå
íàãðóçêè) òî w äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèß
(nsd = 2), w(x) = c︸︷︷︸
ñäâèã
+ c3(x1e2 − x2e1)︸ ︷︷ ︸
ïîâîðîò
(2.108)
(nsd = 3), w(x) = c1︸︷︷︸
ñäâèã
















Óðàâíåíèß (2.98) è (2.99)  óðàâíåíèß èíôèíèòåçèìàëüíûõ äâè-
æåíèé òåëà.
Óñëîâèå R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå
óñëîâèß, îïðåäåëßþùìå Vh èñêëþ÷àþò íåòðèâèàëüíûå èíôèíè-
òåçèìàëüíûå äâèæåíèß òåëà. Òî åñòü, åñëè wh ∈ Vh  èíôèíè-
òåçèìàëüíîå äâèæåíèå, òî wh = 0.
Òåîðåìà 10. 1. Ìàòðèöà K ñèììåòðè÷íà.



















2. Ïóñòü whi =
∑
A∈η\ηgi
NAciA ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Vhi .






































Ñëåäîâàòåëüíî, wh(i,j) = 0, òî åñòü w
h  èíôèíèòåçèìàëüíîå äâè-
æåíèå. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ R wh = 0. Òàêèì îáðàçîì, cP = 0, à
çíà÷èò è c = 0.
2.9 Ëèíåéíàß òåîðèß óïðóãîñòè. Ìàòðèöà æåñòêîñòè è
âåêòîð ñèë
Êàê îáû÷íî, ïðåäñòàâèì ìàòðèöóK è âåêòîð F êàê ñóììó âêëà-
äîâ îò êàæäîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà. Ïðè ýòîì âûðàæåíèß äëß
ëîêàëüíûõ òåíçîðîâ ïðèâåäåíû íèæå
ke = (kepq), f
e






BTaDBbdΩej, p = ned(a− 1) + i, q = ned(b− 1) + j,
(2.112)
(nsd = 2)Ba =
 Na,1 00 Na,2
Na,2 Na,1
 , (2.113)




























Çäåñü nee  ÷èñëî óðàâíåíèé äëß ýëåìåíòà, ned  ÷èñëî ñòåïå-
íåé ñâîáîäû äëß êàæäîãî óçëà äàííîãî ýëåìåíòà. Íà ïðàêòèêå





















B = (B1, B2, . . . , Bnen). (2.119)














































































íàçûâàåòñß âåêòîðîì ñìåùåíèé äëß ýëåìåíòà. Äîêà-










2.10 Ëèíåéíàß òåîðèß óïðóãîñòè. Ìàññèâû ID, IEN ,
LM
Ïðè òîì, ÷òî íàì ïîòðåáóåòñß îáîáùèòü îïðåäåëåíèß ìàññîâîâ
ID è LM , ìàññèâ IEN íè÷åì íå îòëè÷àåòñß îò àíàëîãè÷íîãî
ìàññèâà, ââåäííîãî ðàíåå äëß óðàâíåíèß òåïëîïðîâîäíîñòè.
Â äàííîì è íàèáîëåå îáùåì ñëó÷àå, ìàññèâ LM òðåõìåðåí,
ñ ðàçìåðíîñòßìè ned × nen × nel è îïðåäåëåí ïî ôîðìóëå
LM(i, a, e) = ID(i, IEN(a, e)), (2.126)
ãäå i  íîìåð ñòåïåíè ñâîáîäû, a  ëîêàëüíûé íîìåð óçëà, e 
íîìåð ýëåìåíòà.
Èíà÷å, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàññèâ LM äâóìåðåí ñ ðàçìåð-
íîñòßìè nee × nel. Òîãäà
LM(p, e) = LM(i, a, e), (2.127)
ãäå p  ëîêàëüíûé íîìåð óðàâíåíèß, e  íîìåð ýëåìåíòà.
2.10.1 Ïðèìåðû
Ïðèìåð 1
Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå îáëàñòè íà ïðßìîóãîëüíûå êîíå÷íûå ýëå-
ìåíòû. Ïðîíóìåðóåì óçëû êàæäîãî ýëåìåíòà (ëîêàëüíàß íóìå-
ðàöèß) íà÷èíàß ñ ëåâîãî íèæíåãî óãëû ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
69





0 åñëèLM(i, a, e) 6= 0
giA, ãäåA = IEN(a, e) åñëèLM(i, a, e) = 0.
(2.128)
Òîãäà ìàññèâ ID èìååò äëß P = ID(i, A) âèä
Ìàññèâ IEN , â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâëßåòñß ìàòðèöåé
70
Ìàññèâ LM
Çäåñü P = LM(p, e) = LM(i, a, e) = ID(i, IEN(a, e)).
Ïðèìåð 2
Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé êîíå÷íûé ýëåìåíò ñ 4 óçëàìè âíóòðè
íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàçáèåíèß.
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Ïóñòü ýëåìåíòû ìàññèâà ID îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: 
ID(1, 32) = 0
ID(2, 32) = 0
ID(1, 59) = 115
ID(2, 59) = 116
ID(1, 164) = 0
ID(2, 164) = 325
ID(1, 168) = 332
ID(2, 168) = 333
(2.129)
Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòàìè ìàññèâà IEN áóäóò
IEN(1, e) = 164
IEN(2, e) = 32
IEN(3, e) = 168
IEN(4, e) = 59
(2.130)
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Ñêîìáèíèðîâàâ (2.129) è (2.130) ïîëó÷èì ýëåìåíòû ìàññèâà LM :
LM(1, 1, e) = 0
LM(2, 1, e) = 325
LM(1, 2, e) = 0
LM(2, 2, e) = 0
LM(1, 3, e) = 332
LM(2, 3, e) = 333
LM(1, 4, e) = 115
LM(2, 4, e) = 116
(2.131)
Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì âêëàäû â ãëîáàëüíûå òåíçîðû.
Ìàòðèöà æåñòêîñòè:
K115,115 ← K115,115 + ke77
K115,116 ← K115,116 + ke78
K115,325 ← K115,325 + ke72
K115,332 ← K115,332 + ke75
K115,333 ← K115,333 + ke76
K116,116 ← K116,116 + ke88
K116,325 ← K116,325 + ke82
K116,332 ← K116,332 + ke85
K116,333 ← K116,333 + ke86
K325,325 ← K325,325 + ke22
K325,332 ← K325,332 + ke25
K325,333 ← K325,333 + ke26
K332,332 ← K332,332 + ke55
K332,333 ← K332,333 + ke56
K333,333 ← K333,333 + ke66
(2.132)
Âåêòîð ñèë: 
F115 ← F115 + f e7
F116 ← F116 + f e8
F325 ← F325 + f e2
F332 ← F332 + f e5














4 îòëè÷íû îò 0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ìîæíî óïðîñòèòü (2.134) äî óðàâíåíèß
f ep = . . .− kep1ge1 − kep2ge2 − kep3ge3 − kep4ge4. (2.135)
Ñõåìà âêëàäîâ ke, f
e
â K, F :
2.10.2 Çàäà÷à
Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ëèíåéíóþ çàäà÷ó òåîðèè óïðóãîñòè. Ïî-
ñòðîèòü ìàññèâû ID, IEN , LM äëß ðàçáèåíèß
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2.11 Îñåñèììåòðè÷íûå ôîðìóëèðîâêè ìåòîäîâ
Îñåñèììåòðè÷íûå ôîðìóëèðîâêè ïðèâîäßòñß â òåðìèíàõ öèëèí-
äðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
x1 = r  ðàäèàëüíàß êîîðäèíàòà (ðàññòîßíèå äî îñè).
x2 = z  îñåâàß êîîðäèíàòà (âûñîòà).
x3 = φ  óãëîâàß êîîðäèíàòà.
Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå  âñå ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè
íå çàâèñßò îò φ.
2.11.1 Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëß îñåñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àß ïðàêòè÷åñêè
ñîâïàäàåò ñ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è äëß äâóìåðíîé îáëàñòè. Åäèí-
ñòâåííîå îòëè÷èå  íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü óìíîæåíèå íà 2pir â
êàæäîå ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå äëß ïîëó÷åíèß ïðàâèëüíîé
ôîðìû îáúåìà, òàê êàê dΩ = 2pirdrdz. Ïîñêîëüêó êîíñòàíòà 2pi
âåçäå îäíà è òà æå, ïðè âû÷èñëåíèßõ åå ÷àñòî îïóñêàþò.
2.11.2 Óðàâíåíèå òåîðèè óïðóãîñòè
Êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ñìåùåíèé â öèëèíäðè÷åñêîé èñòåìå êî-
îðäèíàò áóäóò
u1 = ur  ðàäèàëüíîå ñìåùåíèå.
u2 = uz  îñåâîå ñìåùåíèå.
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u3 = uφ  óãëîâîå ñìåùåíèå.
Ê îñíîâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ îá îñåâîé ñèììåòðèè äîáàâèì
uφ = 0. Òîãäà
rφ = zφ = 0. (2.136)
Çàìåòèì, ÷òî φφ =
ur
r è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ðàâåí 0. Òàêæå ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî
σrφ = σzφ = 0. (2.137)
Ýòè ïðåäïîëîæåíèß îïèñûâàþò òàê íàçûâàåìóþ îñåñèììåòðè÷-
íóþ çàäà÷ó áåç êðó÷åíèß. Ïðèâåäåì íåíóëåâûå êìïîíåíòû òåí-



























Íóìåðàöèß èíäåêñîâ ïðîèçâîäèòñß â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáëèöåé
Ìàòðèöà D ïðèíèìàåò âèä


















Êðîìå òîãî, DIJ = cijkl, ãäå èíäåêñû îïðåäåëßþòñß ïî òàá-
ëèöå.









Ñíîâà íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü óìíîæåíèå íà 2pir â êàæäîå ïîäèí-
òåãðàëüíîå âûðàæåíèå
Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêèé ñëó÷àé ìîæíî ïîëó÷èòü èç îñåñèì-
ìåòðè÷íîãî ïðèìåíèâ ñëåäóþùèå ïîëîæåíß;
1) Èãíîðèðîâàíèå ìíîæèòåëåé 2pirá
2) Èãíîðèðóß ïîñëåäíèå ñòîëáåö è ñòðîêó ìàòðèöû D è ïî-
ñëåäíþþ ñðîêó ìàòðèöû Ba.
2.11.3 Çàäà÷è
Çàäà÷à 1
Ïóñòü òåëî èçîòðîïíî. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà D33 ñîâïàäàåò ñ







Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ çàäà÷ó. Íàéòè òî÷íûå âûðàæåíèß äëß
f
e
= (f ea), a = 1, 2 äëß ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:
1) F = const.




































Äëß x0 = x
e
2






































Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé òåîðèè
óïðóãîñòè. Â ëèíåàðèçîâàííîé òåîðèè ñëàáûõ ñìåùåíèé, íàëî-
æåííûõ íà ñèëüíûå, êîìïîíåíòà, ôîðìèðóþùàß ìàòðèöó æåñò-













Ïðè ýòîì σ0jl (èñõîäíûå íàãðóçêè)  íåêîòîðûå èçâåñòíûå ôóíê-
öèè x ∈ Ω. Ñèììåòðè÷íîñòü cijkl è σ0jl âëå÷åò
dijkl = dklij
Ïóñòü nsd = 2. Òîãäà êîìïîíåíòà, ôîðìèðóþùàß ìàòðèöó
































Âûðàçèòü ýëåìåíòû Ba ÷åðåç áàçñíûå ôóíêöèè Na. Íàéòè âûðà-
æåíèß êîìïîíåíò D ÷åðåç dijkl.
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Çàäà÷à 4







Γ1,Γ2,Γ3,Γ4  íåïåðåñåêàþùèåñß ïîäîáëàñòè Γ. Ïóñòü s  âåê-
òîð êàñàòåëüíûé ê Γ. Ïóñòü n  âåêòîð íîðìàëè ê Γ, îáðàçóþ-
ùèé ñ s ïðàâóþ ïàðó âåêòîðîâ.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ëèíåéíîé òåîðèè
óïðóãîñòè: Ïî çàäàííûì Fi : Ω → R, gi : Γ1 → R, ki : Γ2 → R,
gn è ks : Γ3 → R, è gs è kn : Γ4 → R íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ
ui : Ω→ R, ÷òî
σij,j + fi = 0 íàΩ
ui = gi íàΓ1







Çäåñü σij = cijklu(k,l).
Íàéòè ñëàáóþ ôîðìóëèðîâêó ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è, âñå
óñëîâèß íà ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé S, V .
Óêàçàíèå: w = wss + wnn, òî åñòü wi = wssi + wnni.
Çàäà÷à 5
Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíî îáîáùèòü
îñíîâíîå óñëîâèå òåîðèè óïðóãîñòè è ïðåäñòàâèòü åãî â ôîðìå




kl  èñõîäíûå íàãðóçêà è íàïðßæåíèå, îáà òåíçîðà 
ôóíêöèè îò x. Èñõîäíîå íàïðßæåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëß
ïðåäñòàâëåíèß òåìïåðàòóðíûõ ýôôåêòîâ ðàñøèðåíèß
0kl = θckl, (2.146)
ãäå θ  òåìïåðàòóðà, à ckl  êîýôôèöèåíòû ðàñøèðåíèß.
Î÷åâèäíî, (2.145) íå èçìåíèò ìàòðèöó æåñòêîñòè. Òåì íå
ìåíåå, ïîßâßòñß äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìå âåêòîðà ñèë. Íàéòè
ýòè ñëàãàåìûå.






































Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå äëß
f ep




















Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó;
u,xx − p(p− 1)xp−2 = 0, x ∈ (0, 1)
u,x(0) = 0
u(1) = 1,
ãäå p  íåêîòîðàß èçâåñòíàß êîíñòàíòà.
1) Íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå óðàíåíèß.
2) Íàéòè ñëàáóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è.
3) Íàéòè ôîðìóëèðîâêó Ãàëåðêèíà çàäà÷è.
4) Íàéòè ìàòðè÷íóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è.
5) Ðåøèòü çàäà÷ó â ìàòðè÷íîé ôîðìóëèðîâêå, ïîëàãàß p = 5
è èñïîëüçóß êóñî÷íî-ëèíåéíûå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ïðîñòðàí-
ñòâà äëß ñëó÷àåâ
à. Îäèí ýëåìåíò.
á. Äâà ýëåìåíòà ðàâíîé äëèíû.
6) Ñðàâíèòü òî÷íîå ðåøåíèå ñ ïðèáëèæåííûì, ïîêàçàòü, ïî-
÷åìó çíà÷åíèß u,x(1) è u
h
,x(1) íå ìîãóò ñîâïàäàòü.
Çàäà÷à 7
Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèß òåïëîïðîâîäíîñòè ÷àñòî íåîáõîäèìî âû-
÷èñëèòü ïîòîê òåïëà ÷åðåç ó÷àñòîê ãðàíèöû, íà êîòîðîì çàäàíà
íà÷àëüíàß òåìïåðàòóðà. Ïóñòü ìû ïîëüçóåìñß ñòàíäàðòíîé ñõå-
ìîé Ãàëåðêèíà äëß âû÷èñëåíèß òåìïåðàòóðû. Âìåñòî òîãî, ÷òî-
áû âû÷èñëßòü ïîòîê ïî ñòàíäàðòíîìó ñïîñîáó (äèôôåðåíöèðî-
âàíèå òåìïåðàòóðû) ìû ðàññìàòðèâàåì ïîñò-îáðàáîòêó äàííûõ,
ïîëó÷àþùóþñß èç ñëåäóþùåé ñëàáîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è:














ãäå h  íåèçâåñòíûé ïîòîê òåïëà íà Γg.
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1) Äîêàçàòü, ÷òî ïîìèìî îáû÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è êðàåâûõ óñëîâèé ïîßâëßåòñß åùå óñëîâèå
h = −gini íàΓg.
2) Íàéòè ôîðìóëèðîâêè Ãàëåðêèíà è ìàòðè÷íóþ, ñîîòâåò-





3) Íàéòè àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëèðîâêó äëß îäíîìåðíîé çà-
äà÷è è íàéòè ïîòîê òåïëà ÷åðåç 1.






Åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñõîäè-
ëîñü ê òî÷íîìó ïðè èçìåëü÷åíèè ðàçáèåíèß. Ñîîòâåòñâåííî íóæ-
íî âûáèðàòü ïðîñòðàíñòâà áàçèñíûõ ôóíêöèé.
Îñíîâíûå ôîðìàëüíûå òðåáîâàíèß íà ñõîäèìîñòü äëß ïðî-
ñòðàíñòâà áàçèñíûõ ôóíêöèé:
C1. Áàçèñíûå ôóíêöèè ãëàäêèå âíóòðè êàæäîãî ýëåìåíòà
Ωe.
C2. Íåïðåðûâíû íà ãðàíèöàõ ýëåìåíòîâ Γe.
C3. Ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé ïîëíî.
Ïðè ýòîì óñëîâèß C1, C2 ãàðàíòèðóþò, ÷òî ïåðâûå ïðîèç-
âîäíûå ôóíêöèé èìåþò â õóäøåì ñëó÷àå ðàçðûâû ïåðâîãî ðî-
äà íà ãðàíèöàõ ýëåìåíòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå èíòåãðàëû, íåîá-
õîäèìûå äëß âû÷èñëåíèß ìàññèâîâ, êîððåêòíî îïðåäåëåíû, ïî-
ñêîëüêó ñîäåðæàò â õóäøåì ñëó÷àå, ïåðâûå ïðîèçâîäíûå. Ïðè
íàëè÷èè ðàçðûâîâ ó ñàìèõ ôóíêöèé ìû ïîëó÷èì íà ãðàíèöå δ-
ôóíêöèè äëß ïðîèçâîäíûõ è íå ñìîæåì ïðàâèëüíî âû÷èñëèòü
ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû.
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Áàçèñíûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðßþùèå óñëîâèßì C1, C2 ïðè-
íàäëåæàò êëàññó C0(Ω). Ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû íàçûâàþòß
C0-ýëåìåíòàìè.
Òåîðèè, ïîäîáíûå òåîðèè Áåðíóëëè-Ýéëåðà, êîòîðûå òðåáó-
þò íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíûõ ñòàðøèõ ïîðßäêîâ, ïîðîæäàþò
Ck-ýëåìåíòû.
3.1.1 Ïîëíîòà
Äëß òîãî, ÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü óñëîâèå ïîëíîòû, ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àé óðàâíåíèß òåïëîïðîâîäíîñòè, äëß êîòîðîãî èíòåðïî-







ãäå dea = u
h(xea). Ïóñòü nsd = 3. Òîãäà ãîâîðßò, ÷òî ìíîæåñòâî
áàçèñíûõ ôóíêöèé ïîëíî, åñëè








uh(x) = c0 + c1x + c2y + c3z, (3.3)
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ãäå c0, c1, c2, c3  ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.Â äâóìåðíîì ñëó÷àå
ìû ïðîñòî îïóñêàåì ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå z, â ôîðìóëàõ (3.2),
(3.3). Òî åñòü, ïîëíîòà ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî èíòåðïîëèðóþùàß
ôóíêöèß äëß êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ñïîñîáíà òî÷íî ïðåäñòàâèòü
ëþáîé ëèíåéíûé ïî êîîðäèíàòàì ïîëèíîì.
Â èçâåñòíîì ñìûñëå ýòî ìîæíî ïîíèìàòü, êàê ïðèáëèæåíèå
ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè ãðàôèêà ôóíêöèè ñêëåéêîé êóñêîâ
ïëîñêîñòåé. Òî åñòü, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ  åñòåñòâåííîå
îáîáùåíèå ïðèáëèæåíèé ñïëàéíàìè íà ìíîãîìåðíûå çàäà÷è.
Äëß çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè òðåáîâàíèß ïî ñóòè òàêèå æå.











a). Ñåìåéñòâî Na ïîëíî, åñëè








uhi (x) = c0 + c1x + c2y + c3z, (3.6)
Çàìåòèì, ÷òî íàëè÷èå ñâîáîäíûõ ñëàãàåìûõ â (3.6) ãîâîðèò
î òîì, ÷òî äâèæåíèß òåëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü òî÷íî.
Ïðèìåð
Êóñî÷íî-ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî èç ãëàâû 1 óäîâëåòâîðßåò óñëî-
âèßì C1-C3. Ïðè ýòîì C1, C2 ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèß. Äîêàæåì
âûïîëíåíèå C3.
Ïóñòü dea = c0 + c1x
e




























Òî åñòü, äëß äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
2∑
a=1






a = x. (3.9)
Íàïîìíèì, ÷òî Na(ξ) =
1+(−1)aξa
2 , îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò (3.7).
Òîæäåñòâî (3.8) áûëî äîêàçàíî åùå â ïåðâîé ãëàâå.
3.2 Áèëèíåéíûé ÷åòûðåõóãîëüíûé ýëåìåíò
Îáëàñòü îïðåäåëåíèß äàííîãî ýëåìåíòà ïîëíîñòüþ îïðåäåëßåòñß
ðàñïîëîæåíèåì åãî âåðøèí xea, a = 1, 2, 3, 4 íà ïëîñêîñòè R2. Ïî-
ëàãàåì. ÷òî óçëû ïðîíóìåðîâàíû ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Íàé-
äåì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, ïåðåâîäßùåå äàííûé ýëåìåíò â
êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 2. Ýòîò êâàäðàò èíîãäà íàçûâàþò áàçîâîé
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèß.
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ξ, η èíîãäà íàçûâàþò íàòóðàëüíûìè èëè åñòåñòâåííûìè êîîðäè-
íàòàìè.







Îïðåäåëèì ôóíêöèè Na ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèâ áèëèíåéíîñòü
ïðåäñòàâëåíèé
x(ξ, η) = α0 + α1ξ + α2η + α3ξη, (3.15)
y(ξ, η) = β0 + β1ξ + β2η + β3ξη, (3.16)
çàòåì çàñòàâèâ (3.15), (3.16) óäîâëåòâîðßòü óñëîâèßì
x(ξa, ηa) = x
e
a (3.17)
y(ξa, ηa) = y
e
a. (3.18)







Óñëîâèß (3.17), (3.18) íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèß íàNa, à èìåííî
Na(ξb) = δab (3.19)
Äëß òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñß â ýòîì, îáúåäèíèì ôîðìóëû (3.12) è
(3.17) è ïîëó÷èì òîæäåñòâî






êîòîðîå âåðíî òîëüêî ïðè Na(ξb, ηb) = δab. Òàêîå æå óñëîâèå ïî-
ëó÷àåòñß ïðè êîìáèíèðîâàíèè ôîðìóë (3.13) è (3.18). Òî åñòü








1 −1 −1 1
1 1 −1 −1
1 1 1 1















1 −1 −1 1
1 1 −1 −1
1 1 1 1








Ðàçðåøèì ýòè ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî α è β è ïîäñòàââèâ ðåçóëü-
òàòû â (3.15), (3.16), ñðàâíèì ïîëó÷åííûå âûðâæåíèß ñ (3.12),
(3.13) è ïîëó÷èì
Na(ξ) = Na(ξ, η) =
1
4
(1 + ξaξ)(1 + ηaη) (3.23)
Çàìåòèì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè (3.23) ñòîèò â òî÷íîñòè ïðîèçâåäå-




Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòíß ñåòêà â ïðîñòðàíñòâå ξ ïåðåõî-
äèò âêîîðäèíàòíóþ ñåòêó ïðîñòðàíñòâà x. Â ÷àñòíîñòè ãðàíèöû
êâàäðàòà ïåðåéäåò â ãðàíèöó ýëåìåíòà Ωe.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî èíòåðïîëèðóþùèå ôóíêöèè íà
êàæäîì ýëåìåíòå çàäàíû ïîäîáíûì îáðàçîì.














Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî (3.24), ïî-
ñêîëüêó â òåîðèè óïðóãîñòè êàæäàß êîîðäèíàòà èìååò âèä (3.24).
Ïðîâåðèì òïåðü óñëîâèß C1-C3.
Óñëîâèå C1, ãëàäêîñòü âíóòðè Ωe. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî Na
 ãëàäêèå ôóíêöèè îò x, y åñëè âñå âíóòðåííèå óãëû, îáðàçî-
âàííûå ñìåæíûìè ðåáðàìè ìåíüøå pi. Ïîñêîëüêó äëß ïðîâåð-
êè ãëàäêîñòè ïðèõîäèòñß ðàññìàòðèâàòü îáðàòíûå ôóíêöèè, òî
åñòü ξ(x, y), η(x, y), òî ïðè ñëèøêîì ñèëüíî äåôîðìèðîâàííîì
ýëåìåíòå, òàêèå ôóíêöèè íå áóäóò ãëàäêèìè.
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Óñëîâèå C2, íåïðåðûâíîñòü íà Γe. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ
áàçèñíóþ ôóíêöèþ Na. Ïóñòü a = 1 èëè 2. Òîãäà ïîâåäåíèå Na
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ðåáðî, ñîåäèíßþùåå óçëû 1 è 2 ìîæíî èçó-
÷èòü, ïîäñòàâèâ η = −1 â âûðàæåíèå (3.23). Ïîëó÷èì
Na(ξ,−1) = 1 + ξaξ
2
, a = 1, 2. (3.26)
Èç òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî ξ1 = −1, ξ2 = 1. Òîãäà ïðàâàß ÷àñòü
(3.26)  ëèíåéíàß áàçèñíàß ôóíêöèß äëß îäíîìåðíîé òåîðèè.
Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå (3.26) òèïè÷íî äëß âñåõ ðåáåð ýëåìåíòà
è â ñèëó (3.19) çàêëþ÷àåì, ÷òî ãðàôèêè Na â îãðàíè÷åíèè íà
ðåáðà èìåþò âèä
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Ôóíêöèß Na ïðåäòàâëßåò ñîáîé óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêî-
ãî ïàðàáîëîèäà.
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèß äëß ñìåæíûõ ýëåìåíòîâ ïîêà-
çûâàþò, ÷òî NA íåïðåðûâíà, åå ãðàôèê  òåíò ñ îñüþ â A.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Sh ñîñòîèò òîëüêî èç íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé, ïîñêîëüêó êàæäûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà  ëè-
íåéíàß êîìáèíàöèßNA. Ýòîò æå ôàêò ìîæíî äîêàçàòü èç äðóãèõ
ñîîáðàæåíèé.
Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå (3.24) íà ðåáðå, ñîåäèíßþùåì xe1 ñ










1. Ïîâåäåíèå uh íà ðåáðå [xe1, x
e
2] îïðåäåëßåòñß òîëüêî çíà-
÷åíèßìè uh â óçëàõ xe1, x
e
2.
2. uh ëèíåéíà ïî ξ âäîëü ïðîîáðàçà [xe1, x
e
2].
Àíàëîãè÷íîå çàêëþ÷åíèå ìîæíî ñäåëàòü îòíîñèòåëüíî ëþ-






































Îñòàåòñß äîêàçàòü, ÷òî áàçèñíûå ôóíêöèè â ñóììå äàþò 1





4(1− ξ)(1− η) + 14(1 + ξ)(1− η)+




Ïóñòü   áàçîâàß îáëàñòü îïðåäåëåíèß â ïðîñòðàíñòâå ñ êîîð-
äèíàòîé ξ.















òî ýëåìåíò íàçûâàåòñß èçîïàðàìåòðè÷åñêèì.
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Ñóòü ýòîãî îïðåäåëåíèß â òîì, ÷òî áàçèñíûå ôóíêöèè, îïðå-
äåëßþùèå (3.29), îïðåäåëßþò òàêæå è (3.30). Áèëèíåéíûé ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê, îïðåäåëåííûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå  ïðèìåð
èçîïàðàìåòðè÷åñêîãî ýëåìåíòà.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå äëß èçîïàðàìåòðè÷å-
ñêèõ ýëåìåíòîâ óñëîâèå C1 âûïîëíßåòñß.
3.3.1 Óñëîâèå C1
Îïðåäåëåíèå 2. Îòîáðàæåíèå x :  → Ωe ⊂ Rnsd âçàèìíî-
îäíîçíà÷íî, åñëè äëß ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ ξ1, ξ2 x(ξ1) 6=
x(ξ2).




Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü x :  → Ωe ⊂ Rnsd  äèôôåðåíöèðó-
åìîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà ñóùåñòâóåò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ j = det(dx
dξ
)  òàê íàçûâàåìé ßêîáèàí
îòîáðàæåíèß x.
Ñåäñòâèåì òåîðåìû î íåßâíîé ôóíêöèè ßâëßåòñß òîò ôàêò,
÷òî åñëè îòîáðàæåíèå x
1. Âçàèìíî-îäíîçíà÷íî.
2. Ñþðüåêöèß.
3. Ïðèíàäëåæèò êëàññó Ck, k ≥ 1.
4. j(ξ) > 0 äëß âñåõ ξ ∈ Box.
Òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ξ = x−1 : Ω
e →  ñóùåñòâóåò è
òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó Ck
Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìó-
ëå (3.29) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1-4, òîãäà óñëîâèå C1 âûïîëíå-
íî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ Na = Na(ξ) òàêæå ôóíê-
öèß êëàññà C1. Òîãäà è ξ = ξ(x) òàêæå êëàññà C1. Ñëåäîâàòåëüíî,
Na(x) = Na(ξ(x))  ãëàäêàß ôóíêèß îò x
94
Íà ïðàêòèêå îòîáðàæåíèß x : → Ωe ÷àùå âñåãî îáëàäàþò
ñâîéñòâàìè 1-4. Òåì íå ìåíåå ñóùåñòâóåò îäíî âàæíîå äëß ïðàê-
òè÷åñêèõ öåëåé èñêëþ÷åíèå. Îíî ñâßçàíî ñ òàê íàçûâàåìûì âû-
ðîæäåíèåì ýëåìåíòîâ, òî åñòü îïåðàöèè ñêëåèâàíèß óçëîâ (òðå-
óãîëüíûå è òåòðàýäðàëüíûå ýëåìåíòû). Ïðè òàêîì âûðîæäåíèè
ßêîáèàí îáðàùàåòñß â 0 â íåêîòîðûõ óçëàõ ýëåìåíòà. Âíå ýòèõ
òî÷åê ßêîáèàí ïîëîæèòåëåí è îòîáðàæåíèå ξ(x) îñòàåòñß ãëàä-
êèì, òî åñòü óñëîâèå C1 âåðíî.
Ïðè ïðåàëüíûõ âû÷èñëåíèßõ, ïðîèçâîäèòñß ïðîâåðêà çíà÷å-
íèé ßêîáèàíà â ñåðèè ïðîáíûõ òî÷åê, åñëè â ýòèõ òî÷êàõ ßêîáèàí





Na = 1 òî óñëîâèå C3 âûïîëíåíî äëß
èçîïàðàìåòðè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.











































Na = 1 àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó
âûå äëß äâóìåðíîãî ñëó÷àß.
Âûïîëíåíèå óñëîâèß C2 ìîæíî ïðîâåðèòü ñïîñîáîì, ïîäîá-
íûì ïðèâåäåííîìó âûøå, â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå.
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3.4 Ëèíåíûé òðåóãîëüíûé ýëåìåíò. Ïðèìåð âûðîæäå-
íèß
Ïîñòðîèì òàêîé ýëåìåíò ñêëåèâ ìåæäó ñîáîé óçëû ïîä íîìåðàìè
3, 4.
Ìû ïîëàãàåì xe4 = x
e
3 â ôîðìóëå (3.14) è îïðåäåëßåì íîâûå
























4(1 + (−1)aξ)(1− η), a = 1, 2
N3 + N4 =
1
2(1 + η), a = 3.
(3.32)
Ãðàôèêè ëîêàëüíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé
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Òèïè÷íûé âèä ãëîáàëüíîé áàçèñíîé ôóíêöèè
Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè C2 ìîæíî èçâëå÷ü èç ãðàôèêà íà
ïîñëåäíåì ðèñóíêå. Èíîãäà, ïî î÷åâäíûì ïðè÷èíàì, òàêèå ôóíê-
öèè íàçûâàþòñß ïèðàìèäàìè. Äðóãîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà âû-
ïîëíåíèß óñëîâèß C2 ìîæíî ïîëó÷èòü ðàññìàòðèâàß èíòåðïîëß-














(1 + ξ)de2. (3.34)
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(1 + η)de3. (3.35)
Íà ñòîðîíå 3− 1
uh(−1, η) = 1
2




Òî åñòü, ñîãëàñíî (3.34)-(3.36), ýòè ôóíêöèè ëèíåéíû íà ãðàíè-
öå ýëåìåíòà. Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî òàêæå è äëß âñåõ ýëåìåíòîâ,
ñìåæíûõ äàííîìó, íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé íà ãðàíèöå î÷åâèä-
íà. Òàêæå áëàãîäàðß ýòîìó îêàçûâàåòñß âîçìîæíûì ðàññìàòðè-
âàòü îäíîâðåìåííî ÷åòûðåõóãîëüíûå è òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû â
îäíîì ðàçáèåíèè.
Çàäà÷à
Íàéòè ßêîáèàí â òî÷êå ξ = η = 0 äëß ýëåìåíòà
Ïðåäñòàâèòü ðåçóëüòàò â âèäå ãðàôèêà ôóíêöèè îò xe1 ∈
[−2, 2].
3.5 Òðèëèíåéíûé øåñòèãðàííûé (ãåêñàýäðàëüíûé)
ýëåìåíò
Äëß ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ òðåõìåðíûé øåñòèãðàííûé ýëå-
ìåíò  êðàåóãîëüíûé êàìåíü âñåõ êîíñòðóêöèé. Îáëàñòü îïðå-
äåëåíèß Ωe  îáðàç êóáà ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé 2 â ïðîñòðàíñòâå ñ
êîîðäèíàòàìè ξ ïðè äåéñòâèè òðèëèíåéíîãî îòîáðàæåíèß
x(ξ) = α0 +α1ξ+α2η+α3ζ +α4ξη+α5ζη+α6ζξ+α7ξηζ, (3.37)
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ñ àíàëîãè÷íûìè ïðåäñòàâëåíèßìè äëß y(ξ), z(ξ).
Êîýôôèöèåíòû α0, . . . , α7 îïðåäåëèì èç óñëîâèé
x(ξa) = x
e
a, a = 1, . . . , 8. (3.38)
Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1
1 1 −1 −1 −1 1 −1 1
1 1 1 −1 1 −1 −1 −1
1 −1 1 −1 −1 −1 1 1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 1 −1 1 −1 −1 1 −1
1 1 1 1 1 1 1 1
























Êîîðäèíàòû óçëîâ â ξ-ïðîñòðàíñòâå çàäàíû òàáëèöåé
a ξa ηa ζa
1 -1 -1 -1
2 1 -1 -1
3 1 1 -1
4 -1 1 -1
5 -1 -1 1
6 1 -1 1
7 1 1 1
8 -1 1 1









Na(ξ, η, ζ) =
1
8
(1 + ξaξ)(1 + ηaη)(1 + ζaζ), (3.41)
ñ àíàëîãè÷íûìè ïðåäñòàâëåíèßìè äëß y(ξ), z(ξ). Ñíîâà, êàê è â
ïëîñêîì ñëó÷àå ïðàâàß ñòîðîíà (3.41)  ïðîèçâåäåíèå îäíîìåð-
íûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé.










Íåïðåðûâíîñòü ýòîé ôóíêöèè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíè ýëåìåí-






(1 + ξaξ)(1 + ηaη)d
e
a (3.43)
Èç (3.43) âèäíî, ÷òî íà ãðàíè ζ = −1 ôóíêöèß uh åñòü ôóíê-
öèß, ïðåäñòàâîßþùàß ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä, îäíîçíà÷íî
îïðåäåëßþùàßñß ñâîèìè çíà÷åíèßìè â óçëàõ. Òî æå âåðíî îòíî-
ñèòåëüíî ëþáãî äðóãîãî ýëåìåíòà, ñìåæíîãî äàííîé ãðàíè. Åñëè
îáëàñòü îïðåäåëåíèß Ωe íå ñèëüíî äåôîðìèðîâàíà, òî áàçèñíûå
ôóíêöèè ßâëßþòß ãëàäêèìè ôóíêöèßìè îò x. Óñëîâèå ïîëíîòû
óäîâëåòâîðßåòñß ïî ïîñòðîåíèþ èçîïàðàìåòðè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.
Øåòèãðàííèê èëè êèðïè÷  íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííàß â
ìîäåëèðîâàíèè çàäà÷ ôîðìà. Òåì íå ìåíåå ÷àñòî ïðåäñòàâëßåòñß
óäîáíûì èñïîëüçîâàòü êëèíîâèäíûå ýëåìåíòû. Òåõíèêà âûðîæ-
äåíèß ïàðàëëåëëåïèïåäà â êëèí àíàëîãè÷íà òåõíèêå âûðîæäå-
íèß êâàäðàòà â òðåóãîëüíèê. À èìåííî, ìû ñêëåèâàåì óçëû 3 è
4, 7 è 8.
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Na, a = 1, 2, 5, 6
Na + Na+1, a = 3, 7.
(3.45)
ßêîáèàí îáðàùàåòñß â 0 âäîëü ðåáðà, ñîåäèíßþùåãî óçëû 3 è 7,
íî ïðîèçâîäíûå ïî x îò áàçèñíûõ ôóíêöèé íåïðåðûâíû.
Äàëüíåéøåå ñêëåèâàíèå óçëîâ 5, 6, 7 ïîðîæäàåò èçâåñòíûé
òåòðàýäðàëüíûé ýëåìåíò.



















Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíûå ïî x îò áàçèñíûõ ôóíê-
öèé â ýòîì ñëó÷àå ïîñòîßííû.
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3.6 Ýëåìåíòû âûñøèõ ïîðßäêîâ. Ïîëèíîìû Ëàãðàíæà
Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñß ýëåìåíòû, êîòîðûå íå ßâëßþò-
ñß ïðîñòûì ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,
òàêèå ýëåìåíòû ïîçâîëßþò áîëåå òî÷íî ïðåäñòàâëßòü ðåøåíèå è
îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.
Â òî æå âðåìß, èñïîëüçîâàíèå äàííûõ ôóíêöèé áîëåå ðåñóðñî-
åìêî, ÷åì èñïîëüçîâàíèå ëèíåéíûõ.
Ñèñòåìàòè÷åñêèé âûâîä íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ âûñøèõ ïî-
ðßäêîâ ìîæíî îñóùåñòâèòü ïðè ïîìîùè îäíîìåðíûõ ïîëèíîìîâ
Ëàãðàíæà.
3.6.1 Ïîëèíîìû Ëàãðàíæà









Çäåñü nen − 1  ñòåïåíü ïîëèíîìà, a  íîìåð óçëà.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
la(ξb) = δab (3.49)





ξa, êàê è ðàíåå, êîîðäèíàòû óçëîâ ýëåìåíòà. Òîæåñòâî (3.49)
îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå èíòåðïîëßöèîííîãî ñâîéñòâà.
Ïðèìåð 1
Ðàññìîòðèì äâóõóçëîâîé îäíîìåðíûé ýëåìåíò èç ïåðâîé ãëàâû.
Îïðäåëèì áàçèñíûå ôóíêöèè ïî ôîðìóëå (3.50). Òîãäà
l11(ξ) =
ξ − ξ2














(1 + ξ), (3.52)
Òî åñòü, ïîëó÷èëè ñòàíäàðòíûå ëèíåéíûå îäíîìåðíûå ýëåìåíòû.
Ïðèìåð 2
Âîñïîëüçóåìñß ôîðìóëîé (3.50) äëß âûâîäà áàçèñíûõ ôóíêöèé
êâàäðàòè÷íîãî òðåõóçëîâîãî ýëåìåíòà. Ïóñòü óçëû ðàñïîëîæåíû
â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè −1, 0, 1 â ïðîñòðàíñòâå ξ.




(ξ − ξ2)(ξ − ξ3)










(ξ − ξ1)(ξ − ξ3)
(ξ2 − ξ1)(ξ2 − ξ3) =
(ξ + 1)(ξ − 1)






(ξ − ξ1)(ξ − ξ2)






ξ(ξ + 1). (3.55)
Çàäà÷à 1
Ïðèìåíèòü (3.50) äëß ïîñòðîåíèß áàçèñíûõ ôóíêöèé êóáè÷åñêî-
ãî ÷åòûðåõóçëîâîãî ýëåìåíòà (nen = 4).
Ïðèìåð 3
Áàçèñíûå ôóíêöèè äëß áèëèíåéíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ìîæíî
ïîñòðîèòü êàê ïðîèçâåäåíèß ïîëèíîìîâ Ëàãðàíæà ïåðâãî ïîðßä-
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êà. Ñîîòâåòñòâóþùàß ôîðìóëà:












Ðàñêðûâàß ôîðìóëû (3.56) ïîëó÷èì







(1− ξ)(1− η) (3.57)







(1 + ξ)(1− η) (3.58)







(1 + ξ)(1 + η) (3.59)







(1− ξ)(1 + η) (3.60)
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü òðè-ëèíåéíûå òðåõìåðíûå
áàçèñíûå ôóíêöèè.
Ïðèìåð 4
Äâó- è òðåõ-ìåðíûå áàçèñíûå ôóíêöèè âûñøèõ ïîðßäêîâ òàê-
æå ìîæíî ïîñòðîèòü èñïîëüçóþ ïîëèíîìû Ëàãðàíæà. Íàïðè-
ìåð, ìîæíî ïðåäúßâèòü êîíñòðóêöèþ äåâßòèóçëîâîãî äâóìåðíî-
ãî ýëåìåòà Ëàãðàíæà. Áàçèñíûå ôóíêöèè ýëåìåíòà  ïðîèçâåäå-
íèß êâàäðàòè÷íûõ ïîëèíîìîâ Ëàãðàíæà.
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Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü Ωe ìîæåò èìåòü íåïðßìóþ ãðàíèöó.
Ôîðìóëà äëß áàçèñíûõ ôóíêöèé èìååò âèä

















Òèïè÷íûìè ïðåäñòàâèòåëßìè ñåìåéñòâà ôóíêöèé ßâëßþòñß:
Â óãëîâîì óçëå







ξη(ξ − 1)(η − 1). (3.62)
Â óçëå íà ñåðåäèíå ñòîðîíû







η(1− ξ2)(η − 1). (3.63)
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Â öåíòðàëüíîì óçëå




2(η) = (1− ξ2)(1− η2). (3.64)
Îïðåäåëåíèå 5. Ýëåìåíòû, äëß êîòîðûõ áàçèñíûå ôóíêöèè 
ïðîèçâåäåíèå ïîëèíîìîâ Ëàãðàíæà íàçûâàþòñß ýëåìåíòàìè
Ëàãðàíæà.
Çàäà÷à 2
Èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû Çàäà÷è 1 äëß ïîñòðîåíèß 16-
òèóçëîâîãî äâóìåðíîãî ýëåìåíòà Ëàãðàíæà.
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Çàäà÷à 3
Ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íûõ îäíîìåðíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé íàé-
òè òðèêâàäðàòè÷íûå 27-ìèóçëîâîé òðåõìåðíûé ýëåìåíò.
Çàäà÷à 4
Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé íàé-
òè áàçèñíûå ôóíêöèè äëß ÷åòûðåõóãîëüíîãî øåñòèóçëîâîãî ýëå-
ìåíòà ñëåäóþùåî âèäà:
3.7 Ýëåìåíòû ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì óçëîâ
Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ïîñòðîåíû áàçèñíûå ôóíêöèè äëß äâóìåð-
íîãî ÷åûðåõóãîëüíãî ýëåìåíòà, îäåðæàùåãî îò 4 äî 9 óçëîâ. Åñ-
ëè ïðèñóòñòâóþò âñå 9 óçëîâ, òî ïîëó÷èì ñòàíäàðòíûé ýëåìåíò
Ëàãðàíæà èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà. Åñëè íàëè÷åñòâóþò òîëü-
êî 4 óçëà, òî îïßòü ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíûå áèëèíåéíûå ôóíêöèè.
Ìîæíî äîáàâèòü èëè óäàëèòü ëþáîé èç óçëîâ ñ íîìåðîì îò 5 äî
9.
Ìû íà÷èíàåì êîíñòðóêöèþ ñî ñòàíäàðòíûõ áèëèíåéíûõ áà-




(1 + ξaξ)(1 + ηaη), a = 1, 2, 3, 4. (3.65)
Äîáàâèì ñíà÷àëà óçåë 5, íå èñêëþ÷àß èñêðèâëåííîñòè ðåáðà
è êâàäðàòè÷íîãî ïîâåäåíèß âäîëü ðåáðà, ñîåäèíßþùåãî óçëû 1,
2.
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Çàìåòèì, ÷òîN1,N2 íå îáðàùàþòñß â 0 â óçëå 5 (Na(ξ5, η5) =
1
2, a = 1, 2). ÔóíêöèèN3,N4, íàïðîòèâ, ðàâíû íóëþ â ïßòîì óçëå.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè N1, N2 íåîáõîäèìî èçìåíèòü. Ïîñòðî-
èì ñíà÷àëà áàçèñíóþ ôóíêöèþ äëß óçëà 5.











= 12(1− ξ2)(1− η)
(3.66)
Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ
N5(ξa, ηa) = δ5a, a = 1, 2, . . . , 5. (3.67)
Ãðàôèê ôóíêöèè N5(ξ, η):
Ïðèìåíèì òåïåðü ýòó ôóíêöèþ äëß ìîäèôèêàöèè N1, N2.
À èìåííî, âû÷òåì ôóíêöèþ, êðàòíóþ N5 èç N1, N2 òàê, ÷òîáû




N5, a = 1, 2 (3.68)
óäîâëåòâîðßþò íóæíûì òðåáîâàíèßì, òî åñòü
Na(ξb, ηb)− 1
2
N5(ξb, ηb) = δa,b, a = 1, 2, b = 1, 2, 3, 4, 5. (3.69)
Ãðàôèêè ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé:
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Òàêèì îáðàçîì, áàçèñíûå ôóíêöèè äëß ïßòèóçëîâîãî ýëå-
ìåíòà çàäàíû ôîðìóëàìè (3.66), (3.68) è èõîäíûìè ôóíêöèß-
ìè äëß óçëîâ 1, 2. Òî åñòü, íåîáõîäèìî èçìåíèòü òîëüêî ôóíê-
öèè, îïðåäåëåííûå ïî óçëàì, ñìåæíûì ñ íîâîââåäåííûì óçëîì 5.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîáàâèòü óçëû â ñåðåäèíû îñòàëüíûõ ðåáåð.












(1− η2)(1− ξ). (3.72)
Åñëè êàêèå-ëèáî èç óçëîâ 5, 6, 7 èëè 8 îòñóòñòâóþò, ïðèðàâíß-
åì ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè íóëþ. Òîãäà ìîäèôèöèðîâàííûå
ôóíêöèè äëß óçëîâ 1, 2, 3, 4 ïðèíèìàþò âèä
N1 ← N1 − 1
2
(N5 + N8), (3.73)
N2 ← N2 − 1
2
(N5 + N6), (3.74)
N3 ← N3 − 1
2
(N7 + N6), (3.75)
N4 ← N4 − 1
2
(N7 + N8). (3.76)
Ïðè ýòîì
Na(ξb, ηb) = δab (3.77)





(1− η2)(1− ξ2).. (3.78)
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Ôóíêöèß N9 îáðàùàåòñß â 0 âî âñåõ óçëàõ îò 1 äî 8. Îäíàêî
ïðè ýòîì âñå ôóíêöèè N1, . . ., N8 ñíîâà íåîáõîäèìî èçìåíèòü







N9, a = 1, 2, 3, 4. (3.79)





Na −12N9, óçåë a ñóùåñòâóåò
0, óçåë a íå ñóùåñòâóåò
(3.80)
Àëãîðèòì ïîñòðîåíèß ôóíêöèé ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ
áëîê-ñõåìû.
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Íåîáõîäèìî ñëåäèòü çà òåì. ÷òîáû ýëåìåíòû âûñøåíãî ïî-
ðßäêà íå áûëè ñëèøêîì ñèëüíî äåôîðìèðîâàíû. Íàïðèìåð, â
ñëó÷àå âîñüìèóçëîâîãî ýëåìåíòà âñåâíóòðåííèå óãëû äîëæíû
áûòü ìåíüøå pi, êðîìå òîãî òî÷êè âíóòðè ðåáåð íå äîëæíû ñëèø-
êîì ñèëüíî îòêëîíßòüñß îò öåíòðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí
Çàäà÷à 1
Ïî áëîê-ñõåìå, ïðåäëîæåííîé âûøå, âîîñòàíîâèòü áàçèñíûå
ôóíêöèè äëß âîñüìèóçëîâîãî ÷åòûðåõóãîëüíîãî ýëåìåíòà.
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Çàäà÷à 2
Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùåé çàäà÷è è òåõíèêîé
âûðîæäåíèß íàéòè áàçèñíûå ôóíêöèè äëß òðåóãîëüíîãî ýëåìåí-
òà
Çàäà÷à 3
Îáîáùèòü áëîê-ñõåìó òàê, ÷òîáû îíà ðàáîòàëà òàêæå è äëß 9-òè
óçëîâîãî ýëåìåíòà âûðîæäåííîãî äî òðåóãîëüíîãî.
Çàäà÷à 4
Ïîñòðîèòü àëãîðèòì, àíàëîãè÷íûé ïðåäúßâëåííîìó äëß 9-òè óç-




Ïåðåíåñòè áëîê-ñõåìó èç Çàäà÷è 4 íà ñëó÷àé âûðîæäåíèß êóáè-
÷åñêîãî ýëåìåíòà â êëèíîâèäíûé.
Çàäà÷à 6
Ïîñòðîèòü ñõåìó ðåøåíèß äëß 16-òè óçëîâîãî ÷åòûðåõóãîëüíîãî
ïëîñêîãî ýëåìåíòà. 16-òè óçîâîé ýëåìåíò  ñòàíäàðòíûé áèêó-
áè÷åñêèé ýëåìåíò Ëàãðàíæà.
Çàäà÷à 7





Áåñïëàòíàß ïðîãðàììà freefem (ðåøåíèå óðàâíåíèé) âìåñòå ñ
ïðîãðàììîé gmesh (ïîñòðîåíèå ðàçáèåíèé îáëàñòåé) ïîìîãàåò
ðåøàòü çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
4.1 Ïðèìåð 1. Óðàâíåíèå Ëàïëàñà
Ïóñòü äàíà ôóíêöèß φ ∈ L2(R), íàéòè òàêóþ u ∈ H1(Ω), ÷òî
−∆u = f íàΩ
u(x, y) = 0 íàΓ
(Ou, n) = 0íàΓ.
Ïóñòü f = δxδy
Ïðîãðàììà:
real[int] xdelta = [0.25,0.6];// êîîðäèíàòà deltax
real[int] ydelta = [0.25,0.6];// êîîðäèíàòà deltay
real[int] cdelta=[1.,2.];// êîýôôèöèåíòû deltai
mesh Th=square(10,10);
verbosity=0;
for(int iter=0;iter < 20;iter++)
{
fespace Vh(Th,P1); // êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðàçáèåíèå îáëàñòè
íà òðåóãîëüíèêè
matrix D = interpolate(Vh,xdelta,ydelta); // ìàòðèöà æåñò-
êîñòè
//â òî÷êå (xdelta[j],ydelta[i] )
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// soDij = w
i((xdelta[j], ydelta[i]), ãäå wi  òåñòîâûå ôóíê-
öèè Vh.
Vh uh,vh; // íåèçâåñòíàß è òåñòîâàß ôóíêöèè
func g=0; // ãðàíè÷íîå óñëîâèå
Vh b;
b[]= D*cdelta;
b[]= -b[]; problem laplace(uh,vh) = // îïðåäåëåíèå çàäà÷è
int2d(Th)( dx(uh)*dx(vh) + dy(uh)*dy(vh) ) // áèëèíåéíàß
ôîðìà
+ b[] // âåêòîð ñèë
+ on(1,2,3,4,uh=0) ; // êðàåâîå óñëîâèå â âåêòîðíîé ôîðìå
laplace; // ðåøåíèå çàäà÷è
plot(uh); // ãðàôèê ðåøåíèß





∂ttu− c2∆u = 0 on Ω = (0, 1)2, t > 0
u(x, y, t = 0) = sin(pix)sin(piy) on Ω
∂tu(x, y, 0) = 0 on Ω













problem tambour(uh,vh) = int2d(Th)(uh*vh +
Grad(uh)'*Grad(vh)*(c*dt)2*.5 )
+ int2d(Th)(Grad(uh0)'*Grad(vh)*(c*dt)2*.5 )
- int2d(Th)(2.*uh1*vh - uh0*vh)
+ on(1,2,3,4,uh=0);
int kk=0,k=0;










for (int j=0; j <3; j++)
ﬀ¾Th[i][j].x ¾ ¾ Th[i][j].y¾ ¾uh[][Vh(i,j)]¾endl;
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